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 1. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

10. Определение. Функция   называется бесконечно малой при x a→ , 

если ( ) 0
x a

x
→
→ . 

20. Теорема 1. 1) Сумма бесконечно малых является бесконечно малой. 

2) Произведение бесконечно малой на ограниченную функцию является 

бесконечно малой. 

30. Теорема 2. Описание предела в терминах бесконечно малых. 

 ( )  б.м.
x a

f x A f A
→
→  = − −   (1) 

40. Бесконечно большие функции. 

Определение. Функция f  называется бесконечно большой ( ( )
x a

f x
→
→  ), 

если 

 ( )0 0 0 x a f x      −    . (2) 

Теорема 3. Если   нигде не обращается в нуль, то 

 
1

б.м. . .б б


−  −  

 2. Сравнение функций (бесконечно малых) 

10. Определение. Пусть функции ,   определены в некоторой 

проколотой окрестности точки a ,   не обращается в 0  ни в одной точке. 

1) Говорят что ,   одного порядка при x a→ , если 

 
( )
( )

0,
x a

x
A

x



 →
→   . (1) 



Для бесконечно малых функций ,   в этом случае говорят, что функции  и 

  одного порядка малости. 

2) ,   эквивалентны при x a→ , ( ) ( )
x a

x x 
→

, если 

 
( )
( )

1
x a

x

x



 →
→ . (2) 

Замечание. В условиях пункта 1) ( ) ( )
x a

x A x 
→

. 

3) Функцию   называют бесконечно малой по сравнению с   и пишут 

( ) ( )( )
x a

x x  
→
=  (   есть o-малое от  ), если  

 
( )
( )

0
x a

x

x



 →
→ . (3) 

Для бесконечно малых функций ,   в этом случае говорят, что функция   

имеет более высокий порядок малости, чем  . 

Замечание. В смысле принятого определения запись ( )1 =  означает 

бесконечную малость функции  . 

4) ( )
x a

 
→
=  , если 




 ограничено в некоторой проколотой окрестности 

точки a . 

Примеры. ( )2 2

0 0
2 ~ ,

x x
x x x x x

→ →
+ = . 

20. Определение. Пусть ,   —б.м. 

1) Если ( ) ( )( )~
k

x a
x A x 

→
, то говорят, что   имеет k -й порядок 

относительно  . 



2) Если ( ) ( )~
k

x a
x A x a

→
− , то   имеет k -й порядок малости, функция 

( )
k

A x a−  называется главной частью б.м.  . (Для случая x→  роль 

основной б.м. выполняет функция 
1

x
, функция ( ) ~

kx

A
x

x


→
 имеет k -й 

порядок малости, имеет 
k

A

x
 своей главной частью). 

30. Теорема 1. При вычислении пределов сомножители можно заменять 

на эквивалентные. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )1 1~ , ~
x a x a

x x x x   
→ →

. Тогда 

1) Если 
( )
( )

1

1
x a

x
A

x



 →
→ , то 

( )
( ) x a

x
A

x



 →
→ . 

2) Если ( ) ( )1 1
x a

x x A 
→
→ , то ( ) ( )

x a
x x A 

→
→ . 

3) 
( )
( )

( )
( )

1

1

~
x a

x x

x x

 

 →
. 

4) ( ) ( ) ( ) ( )1 1~
x a

x x x x   
→

. 

 1) 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

1 1
x a

x x x x
A A

x x x x

   

    →
= →   = . 

4) 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )1 1 1 1

1 1 1
x a

x x x x

x x x x

   

    →
= →  = . 

40. Теорема 2. Условие эквивалентности. 

 ( )При ~x a      →  − = . (4) 

 ( )~ 1 1 0 0
   

     
  

−
 →  − →  →  − = . 



50. Таблица эквивалентных б.м. 

0

sin
lim 1
x

x

x→
=  0

sin ~
x
x x

→
 ( )

0
sin

x
x x x

→
= +  

0

tg
lim 1
x

x

x→
=  0

tg ~
x
x x

→
 ( )

0
tg

x
x x x

→
= +  

20

1 cos 1
lim

2x

x

x→

−
=  2

0

1
1 cos ~

2x
x x

→
−  ( )2 2

0

1
cos 1

2x
x x x

→
= − +  

( )
0

ln 1
lim 1
x

x

x→

+
=  

( )
0

ln 1 ~
x

x x
→

+  ( ) ( )
0

ln 1
x

x x x
→

+ = +  

0

log 1
lim

ln

a

x

x

x a→
=  ( )

0
log 1 ~

ln
a

x

x
x

a→
+  ( ) ( )

0
log 1

ln
a

x

x
x x

a


→
+ = +  

0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
=  0

1 ~x

x
e x

→
−  ( )

0
1x

x
e x x

→
= + +  

0

1
lim ln

x

x

a
a

x→

−
=  0

1 ~ lnx

x
a x a

→
−  ( )

0
1 lnx

x
a x a x

→
= + +  

( )
0

1 1
lim
x

x

x




→

+ −
=  

( )
0

1 1 ~
x

x x



→

+ −  ( ) ( )
0

1 1
x

x x x


 
→

+ = + +  

60. Операции с " ". 

1) Если 
1 2,   одного порядка, то ( ) ( )1 2   = . 

2) ( ) ( ) ( )      = . 

Замечание. Равенство следует понимать как утверждение о том, что 

 если ( )1  =  и ( )2  = , то ( )1 2    = . 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),           =  = . 

4) Если ( ) ( ),     = = , то ( )  = . 

Действительно, 0 0 0
  

  
= →  = . 



Примеры. ( ) ( )3 2 2

0 0
,

x x
x x x x 

→ →
= = , поэтому ( )3

0x
x x

→
= , иными словами 

( ) ( )2

0x
x x 

→
= . Отметим, что в последнем "равенстве" нельзя менять местами 

левую и правую части. 

 3. Предел монотонной функции 

Определение. Пусть f  — функция, определенная на промежутке  . 

Функция f  называется 

1) возрастающей (строго возрастающей), если  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ),x y x y f x f y f x f y      . (1) 

2) убывающей (строго убывающей), если  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ),x y x y f x f y f x f y      . (2) 

3) Функция называется (строго) монотонной, если она (строго) 

возрастает или (строго) убывает 

Теорема 1. Пусть f  — монотонная функция на интервале ( ),a b . Тогда 

существуют односторонние пределы ( ) ( )0 , 0f a f b+ − , может быть, 

бесконечные. 

 Для определенности рассмотрим возрастающую функцию. 

1) Пусть f  ограничена сверху. Положим ( )sup ,M f a b=  и покажем, что 

( )
0x b

f x M
→ −
→ . Возьмем произвольное 0  . Найдется такой ( )0 ,x a b , что 

( )0f x M  − . Положим 
0b x = − . Теперь, ( ),x b b  −  имеет место 

неравенство 
0x b x − = , поэтому ( ) ( )0f x f x b   − , ( )M f x M−   . 

Видим, что ( )
0x b

f x M
→ −
→ . 



2) В случае неограниченности ( )
0x b

f x
→ −
→ + . Действительно, 

( )0 00 x f x     . Далее, ( ) ( ) ( )0 0,x x b f x f x     . 

 4. Критерий Коши существования предела 

Теорема 1. Для существования конечного предела ( )lim
x a
f x

→
 необходимо и 

достаточно условие Коши 

 ( ) ( )0 0 0 ,x a x a f x f x           − −   −  . (1) 

 1) Необходимость. Пусть ( )
x a

f x A
→
→ . Возьмем произвольное 0  . 

Найдется такое 0   , что 

 ( )0
2

x a f x A


 −   −  . 

Для любых ,x x  , удовлетворяющих условиям 0 ,x a x a   − −   

получается неравенство 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

f x f x f x A f x A f x A f x A
 

     − = − − −  − + −  + = . 

2) Достаточность. Возьмем произвольное 0   и подберем 0  , о 

котором идет речь в условии Коши. Для произвольной последовательности 

 
1n n

x


=
, для которой 

nx a→  и 
nx a , найдется такой номер N , что 

 0 nn N x a    −  . 

Получается, что 

 ( ) ( ), n mn m N f x f x   −  . 

Последовательность ( ) 
1n n

f x


=
 фундаментальная, следовательно, она 

сходится. Осталось убедиться в том, что все такие последовательности имеют 

один и тот же предел. Пусть последовательности    ,n nx x   имеют предел a  и 



состоят из членов, отличных от a . Построим последовательность  nx , 

полагая 
2 1 2,n n n nx x x x−

 = = . Тогда ,n n
n

x a x a
→
→  , поэтому существует 

( )lim n
n

A f x
→

= . По теореме о пределе подпоследовательности 

( ) ( ),n n
n

f x f x A
→

  → .  
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