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Учебные вопросы: 

1. Степенная функция с рациональным показателем 

2. Показательная функция 
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Элементарные функции 

Сегодня мы должны обсудить основные элементарные функции. Мы уже 

внесли существенные уточнения в наши представления о вещественных 

числах. Теперь необходимо внимательнее разобраться и в функциях. 

 1. Степенная функция с рациональным показателем 

10. Степень с целым показателем. 

Определение. Пусть ,n a  . Тогда ( )1 1,n n n

n

a aa a a a a a a+= = = . 

Для 0a   положим 0 1a = , а 
1m

m
a

a−
=  при , 0m m  . 

Для степени с целым показателем справедливы следующие свойства: 

1) m n m na a a += ; 

2) ( )
n

m mna a= ; 

3) ( )
n n nab a b= . 

20. Степенная функция с натуральным показателем. 

Пусть n , рассмотрим функцию 

 ( ): , nf f x x→ = . (1) 

Функция непрерывна по теореме о непрерывности произведения. f  

строго возрастает на  )0, + . 

По теореме Коши о промежуточном значении непрерывной функции 

множество значений функции f  — промежуток, а поскольку 

( ) ( )0 0, lim
x

f f x
→+

= + ,то  )( )  )0, 0,f + = + . 



Дополнение. При четном n  функция f  четна, она убывает на ( , 0− , 

( ( )  ), 0 0,f − = + . При нечетном n  функция f  нечетна, она возрастает на 

( ),− + , ( )( ) ( ), ,f − + = − + . 

30. Степенная функция с целым показателем. 

Если 0,m m  , то функция 

   ( )
1

: \ 0 , m

n
f f x x

x
→ = = , где n m= −  , (2) 

непрерывна во всех точках 0x  , строго убывает на ( )0, +  . 

40. Корень n -й степени. 

Пусть n , тогда функция 

  )  ) ( ): 0, 0, , nf f x x+  → + = ,  (3) 

является биекцией. Обратная функция 

  )  )1 : 0, 0,g f −= +  → +  (4) 

называется корнем n -й степени. Для значений этой функции используются 

обозначения 

 ( )
1
nng y y y= = . (5) 

По теореме об обращении строго монотонной функции корень 

непрерывен и строго возрастает на  )0, + . Справедливы равенства 

 

( )

0 ,

0 .

nn

n
n

x x x

y y y

  =

  =
 (6) 



50. Степенная функция с рациональным показателем. 

Пусть , 0,
m

r r r
n

  = . Степень числа 0x   с рациональным 

показателем r  определим формулой 

 ( )
m

m
r nnx x x= =   (7) 

Проверим корректность определения: 

 если 1

1

m m
r

n n
= = , то ( ) ( )

1
1

?m m
nnu x x v= = = . 

Действительно, 
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    
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Функция 

 ( ) ( ):
m

m
rn nf f x x x x= = =  (8) 

непрерывна (по теореме о непрерывности композиции) и строго возрастает 

на  )0, + . 

Если 0r  , функция  

 ( )
1 r

r
f x x

x−
= =   (9) 

непрерывна и строго убывает на ( )0, +  . 

Предложение. Для , 0a b   и рациональных ,p q  имеем 

1) 
p q p qa a a += ; 



2) ( )
q

p pqa a= ; 

3) ( )
p p pab a b= . 

Проверим, например, 2). 

Пусть ( )1

1

, ; ,
q

p pqm m
p q u a v a

n n
= = = = . Тогда 
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так что u v= . 

2. Показательная функция 

10. Пусть 1a  . 

К настоящему моменту мы определили степень с рациональным 

показателем. При этом 

 
1 2

1 2

0 1r

r r

r a

r r a a

  

  
  (1) 

На множестве рациональных чисел можно определить функцию 

 ( ): rf f r a= . (2) 

Функция строго возрастает. Можно установить непрерывность функции. 

Сейчас мы ограничимся доказательством соотношения 
1

1n

n
a

→
→ . 

Если в биноме Ньютона ( )
1

1
n

n k k

n

k

x C x
=

+ =  в правой части оставить только 

слагаемой с 1k = , мы получим для положительных x  неравенство 

( )1
n

x nx+  . Поэтому 



 
1 1 1

1 1 1 ; 0 1 0

n

n n n

n

a
a a n a a

n →

    
= + −  −  −  →     

    

. 

20. Определение показательной функции. 

Пусть x . Для любых ,p q , для которых p x q   справедливо 

неравенство p qa a . По аксиоме полноты 

 , p qy p q p x q a y a          

Такое число единственно. Чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что 

 0 , q pp q p x q a a      −    

Подберем 
0r x , положим 0rA a= . Найдется натуральное 

0n , для которого 

0

1

1
n
a

A


−  . Подберем p x q   так, чтобы 

0

1
q p

n
−  , получим неравенство 

( ) 0 0

1

1 1
r nq p p q pa a a a a a A

A


−

 
− = −  −  = 

 
 

. 

Теперь примем найденное число y  за значение показательной функции в 

точке x : 

 ( ) xf x y a= = . 

Заметим, что для x  новое определение совпадает со старым. 

Из проведенного построения сразу получаются соотношения 

 
, ,,

sup , inf , limx p x q x r

q x q r x rp x p

a a a a a a
  →  

= = = . (3) 

30. Основные свойства показательной функции. 

1) Строгое возрастание.  

Пусть 
1 2x x . Подберем ,q p , для которых

1 2x q p x   . Тогда 

1 2x xq pa a a a   . 



2) Непрерывность. 

Пусть 
0x  , 0  . Подберем ,q p , 0 , q pp x q a a   −  . Если 

( ),x p q , то 0xxa a −  . 

3) 1 2 1 2x x x x
a a a

+
= . 

Пусть 1 2, , ,n n n n
n n

p x q x p q
→ →
→ →  . Тогда n n n np q p q

a a a
+

= . Предельный 

переход дает требуемое равенство.  

40. Если 0 1a  , положим 
1
1b

a
=   и определим показательную функцию 

соотношением 

 ( )
1x x

x
f x a b

b

−= = = . (4) 

В этом случае показательная функция оказывается строго убывающей. 

Основную роль в анализе имеет показательная функция с основанием e , 

экспоненциальная функция: 

 ( ) xf x e= . (5) 
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