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Учебные вопросы:

1. Свойства производной, связанные с арифметическими действиями

2. Производная сложной и обратной функций

3. Свойства дифференциала, связанные с арифметическими действиями над

функциями

4. Свойство инвариантности первого дифференциала
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1. Свойства дифференцируемых функций

Теорема 1. Если функция f(x) дифференцируема в точке x0, то f(x) непрерывна

в точке x0.

▶ По определению дифференцируемой функции в точке x0

f(x0 +∆x) = f(x0) + A ·∆x+ o(∆x) при ∆x → 0

при некотором вещественномA. Тогда, используя замену x = x0 +∆x, получаем

lim
x→x0

f(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x) = lim
∆x→0

(f(x0) + A∆x+ o(∆x)) =

= f(x0) + lim
∆x→0

(A∆x+ o(∆x)) = f(x0).

То есть lim
x→x0

f(x) = f(x0), что и означает непрерывность функции f(x) в точке

x0.◀

Теорема 2. Функции f(x) и g(x) дифференцируемы в точке x0. Тогда в этой точ­

ке

1. (c · f(x))′ = c · f ′(x), где c ∈ R

2. (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

3. (f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

4.
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)·g(x)−f(x)·g′(x)

(g(x))
2 , если g(x) 6= 0

▶ Критерий дифференцируемости гарантирует, что эти свойства можно доказы­

вать по определению производной или по определению дифференцируемости.

Ниже будет использован и тот и другой подходы.
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1. Пусть h(x) = c · f(x). Докажем дифференцируемость этой функции в точке

x0 по определению производной и найдем эту производную.

h′(x0) = lim
x→x0

h(x)− h(x0)

x− x0
= lim

x→x0

c · f(x)− c · f(x0)
x− x0

=

= c · lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= c · f ′(x0).

Отсюда следует дифференцируемость функции h(x) в точке x0 и, с учетом h(x) =

= c · f(x), равенство

(c · f(x))′ = c · f ′(x) при x = x0.

2. Пустьh(x) = f(x) + g(x). Докажем дифференцируемость в точкеx0 по опре­

делению дифференцируемой функции и найдем ее производную. По определе­

нию дифференцируемой функции в точке x0 и критерию дифференцируемости

при ∆x → 0

f(x0 +∆x) = f(x0) + f ′(x0) ·∆x+ o(∆x),

g(x0 +∆x) = g(x0) + g′(x0) ·∆x+ o(∆x).

Складывая, получаем

f(x0 +∆x) + g(x0 +∆x) = f(x0) + g(x0) + (f ′(x0) + g′(x0)) ·∆x+ o(∆x).

h(x0 +∆x) = h(x0) + A ·∆x+ o(∆x), где A = f ′(x0) + g′(x0).

Из определения дифференцируемости следует, что функция h(x) дифференци­

руема точке x0, а ее производная h′(x0) = A = f ′(x0) + g′(x0), что равносильно

доказываемому равенству.
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3. Пустьh(x) = f(x) · g(x). Докажем дифференцируемость в точкеx0 по опре­

делению дифференцируемой функции и найдем ее производную. По определе­

нию дифференцируемой функции в точке x0 и критерию дифференцируемости

при ∆x → 0

f(x0 +∆x) = f(x0) + f ′(x0) ·∆x+ o(∆x),

g(x0 +∆x) = g(x0) + g′(x0) ·∆x+ o(∆x).

Учитывая, что ∆x · o(∆x) = o(∆x), const · o(∆x) = o(∆x) и (∆x)2 = o(∆x) при

∆x → 0, после перемножения получаем

f(x0 +∆x)·g(x0 +∆x) =

= f(x0) · g(x0) + (f(x0) · g′(x0) + f ′(x0) · g(x0)) ·∆x+ o(∆x).

h(x0 +∆x) = h(x0) + A ·∆x+ o(∆x),

где A = f(x0) · g′(x0) + f ′(x0) · g(x0).

По определению дифференцируемости функция h(x) дифференцируема в точке

x0, а ее производная h
′(x0) = A = f(x0) · g′(x0) + f ′(x0) · g(x0), что равносильно

доказываемому равенству.

4. Пусть h(x) = 1
g(x) . Докажем дифференцируемость этой функции в точке x0

по определению производной и найдем эту производную.

h′(x0) = lim
x→x0

h(x)− h(x0)

x− x0
= lim

x→x0

g(x0)− g(x)

g(x0) · g(x) · (x− x0)
=

= − lim
x→x0

1

g(x0) · g(x)
· lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
.

Ненулевые значения g(x) в некоторой проколотой окрестности x0 обеспечивает
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непрерывность функции lim
x→x0

g(x) = g(x0) и теорема стабилизации знака функ­

ции. Вычисляя последний предел, получаем дифференцируемость функции h(x)

в точке x0 и h′(x0) = − g′(x0)

(g(x0))
2 .

Тогда в точке x0 получаем(
f(x)

g(x)

)′
= (f(x) · h(x))′ = f ′(x) · h(x) + f(x) · h′(x) =

= f ′(x) · 1

g(x)
− f(x) · g′(x)

(g(x))2
,(

f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
(g(x))2

.

◀

Замечание 1. Эти свойства верны и для односторонних производных.

Теорема 3. Функция g(x) дифференцируема в точке x0, функция f(y) дифферен­

цируема в точке y0 и g(x0) = y0. Тогда сложная функция f(g(x)) дифференциру­

ема в точке x0 и

(f(g(x)))′
∣∣
x=x0

= f ′(y0) · g′(x0). (1)

▶ Пусть z = f(y), y = g(x), h(x) = f(g(x)). Тогда по определению дифференци­

руемости

∆z = f(y0 +∆y)− f(y0) = f ′(y0) ·∆y + o(∆y), при ∆y → 0,

∆y = g(x0 +∆x)− g(x0) = g′(x0) ·∆x+ o(∆x), при ∆x → 0.

Если lim
∆x→0

∆y
∆x = g′(x0) 6= 0, то по теореме о стабилизации знака функции, в неко­
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торой проколотой окрестности x0 приращение ∆y 6= 0. Следовательно,

h′(x0) = lim
∆x→0

∆z

∆x
= lim

∆x→0

∆z

∆y
· ∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆z

∆y
· lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Учитывая, что ∆y → 0 при ∆x → 0 и теорему о пределе сложной функции, по­

лучаем

h′(x0) = lim
∆y→0

∆z

∆y
· lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(y0) · g′(x0).

Еслиже g′(x0) = 0, то∆y = o(∆x). Значит,∆z = f ′(y0) · o(∆x) + o(o(∆x)) = o(∆x).

А тогда h′(x0) = lim
∆x→0

∆z
∆x = 0 = f ′(y0) · g′(x0).

Объединяя оба случая, получаем h′(x0) = f ′(y0) · g′(x0), что равносильно до­

казываемой формуле.◀

Замечание 2. Формула для производной сложной функции может быть записана

как

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x). (2)

Теорема 4. Функция y = f(x) непрерывна и строгомонотонна в некоторой окрест­

ности точки x0, дифференцируема в точке x0 и f(x0) = y0. Если f ′(x0) 6= 0, то

обратная функция x = f−1(y) дифференцируема в точке y0 и
(
f−1

)′
(y0) =

1
f ′(x0)

.

▶В силу строгой монотонности функции y = f(x) существует обратная функция

x = f−1(y), определенная в окрестности точки y0 = f(x0). С учетом непрерывно­
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сти обратной функции, имеем x = f−1(y) → x0 при y → y0.

(
f−1

)′
(y0) = lim

y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
= lim

x→x0

f−1(f(x))− f−1(f(x0))

f(x)− f(x0)
=

= lim
x→x0

x− x0
f(x)− f(x0)

=
1

f ′(x0)
.

Возможность замены y = f(x) обеспечивает теорема о пределе сложнойфунк­

ции, а ненулевой знаменатель перед последним равенством— условие f ′(x0) 6= 0

и теорема о стабилизации знака функции.◀

Замечание 3. Формула может быть записана как

(
f−1

)′
(y) =

1

f ′(f−1(y))
. (3)

2. Свойства дифференциала

Ранее дифференциал df(x0)функции f(x) в точке x0 определялся из равенства

f(x0 +∆x) = f(x0) + A ·∆x+ o(∆x) при ∆x → 0, (1)

при условии, что такое число A существует. А именно, A ·∆x — дифференциал

f(x) в точке x0.

Было также показано, что df(x0) = f ′(x0) · dx, где dx — дифференциал неза­

висимой переменной x.

Теорема 1. Функции f(x) и g(x) дифференцируемы в точке x0. Тогда в этой точ­

ке
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1. d(c · f) = c · df , где c ∈ R,

2. d(f + g) = df + dg,

3. d(f · g) = df · g + f · dg,

4. d
(
f
g

)
= df ·g−f ·dg

g2 , если g(x0) 6= 0.

▶Используя формулу df(x0) = f ′(x0) · dx и соответствующее свойство производ­

ной, получаем

1. h(x) = c · f(x), h′(x0) = c · f ′(x0). Тогда

dh(x0) = h′(x0) dx = c · f ′(x0) dx = c · (f ′(x0) dx) = c · df(x0),

а это и значит, что d(c · f) = c · df в точке x0.

2. h(x) = f(x) + g(x), h′(x0) = f ′(x0) + g′(x0). Тогда

dh(x0) = h′(x0) dx = (f ′(x0) + g′(x0)) · dx = f ′(x0) · dx+ g′(x0) · dx =

= df(x0) + dg(x0),

следовательно, d(f + g) = df + dg в точке x0.

3. h(x) = f(x) · g(x), h′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0). Тогда

dh(x0) = h′(x0) dx = (f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0)) · dx =

= (f ′(x0)dx) · g(x0) + f(x0) · (g′(x0)dx) = df(x0) · g(x0) + f(x0) · dg(x0),

а это и означает, что d(f · g) = df · g + f · dg в точке x0.
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4. h(x) = f(x)
g(x) , h

′(x0) =
f ′(x0)·g(x0)−f(x0)·g′(x0)

(g(x0))
2 . Тогда

dh(x0) = h′(x0) dx =
f ′(x0) · g(x0)− f(x0) · g′(x0)

(g(x0))
2 · dx =

=
(f ′(x0)dx) · g(x0)− f(x0) · (g′(x0)dx)

(g(x0))
2 =

df(x0) · g(x0)− f(x0) · dg(x0)
(g(x0))

2 ,

то есть d
(
f
g

)
= df ·g−f ·dg

g2 в точке x0.◀

Теорема 2 (Свойство инвариантности первого дифференциала). Функция z = f(y)

дифференцируема в точке y0, функция y = g(x) дифференцируема в точке x0,

g(x0) = y0 и z = f(g(x))— сложная функция, dz — её дифференциал. Тогда

dz = f ′(y0) · dy, (2)

где дифференциалы dz и dy вычислены в точке x0, а производная f ′(y) в точке

y0.

▶ Обозначим за h(x) = f(g(x)). По теореме о производной сложной функции

h′(x0) = f ′(y0) · g′(x0). Кроме того, в точке x0 dy = g′(x0) · dx. Следовательно,

dz = h′(x0) · dx = f ′(y0) · g′(x0) · dx = f ′(y0) · dy.

Что и требовалось.◀

Замечание 1. Если сравнить формулу для дифференциала df(x0) = f ′(x0) · dx и

формулу из свойства инвариантности dz = f ′(y0) · dy, то с точностью до пере­

обозначений переменных это одна и та же формула. Но в первой формуле x —

независимая переменная, а во второй формуле y—функция (зависимая перемен­
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ная). Таким образом, в формуле

df(x0) = f ′(x0) · dx (3)

переменная x может быть как независимой, так и зависимой (функцией). В этом

и состоит суть свойства инвариантности первого дифференциала.

Разработал старший преподаватель

кафедры высшей математики Одинцов А.В.
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