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1. Правило Лопиталя

Теорема 1. Пусть x0 — вещественное число или одна из бесконечностей. Функ

ции f(x) и g(x) дифференцируемы в проколотой окрестноститочки x0, g
′(x) 6= 0

для всех x из этой окрестности и lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) = 0. Если существует

предел (конечный или бесконечный) lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) , то существует предел lim

x→x0

f(x)
g(x) и

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
. (1)

▶Обозначим за W̊ (x0) проколотую окрестность из условия. Рассмотрим сначала

случай когда x0 ∈ R.

Определим функции

F (x) =

f(x), x ∈ W̊ (x0)

0, x = x0

, G(x) =

g(x), x ∈ W̊ (x0)

0, x = x0

.

Так как

lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

f(x) = 0 = F (x0),

lim
x→x0

G(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 = G(x0),

то F (x) и G(x) непрерывны в точке x0. Кроме того, эти функции дифференци

руемы в W̊ (x0), поскольку совпадают с дифференцируемыми функциями f(x) и

g(x). Пусть теперь x ∈ W̊ (x0). Рассмотрим замкнутой промежуток с концами x и

x0. На этом промежутке функции F (x) и G(x) непрерывны и дифференцируемы

внутри него. Тогда по теореме Коши между точками x и x0 существует точка c(x),
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зависящая от x, такая, что

F (x)− F (x0)

G(x)−G(x0)
=

F ′(c(x))

G′(c(x))
.

Исходя из определений функции F (x) и G(x), получаем

f(x)

g(x)
=

f ′(c(x))

g′(c(x))
.

|c(x)− x0| 6 |x− x0| → 0 при x → x0. Следовательно, lim
x→x0

c(x) = x0. Тогда по

теореме о пределе сложной функции

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(c(x))

f ′(c(x))
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Теперь рассмотрим случай когда x0 = ∞.

Пусть P (t) = f(1t ), Q(t) = g(1t ). Так как x = 1
t → ∞ при t → 0, то по теореме о

дифференцируемости сложной функции, P (t) иQ(t) дифференцируемы в проко

лотой окрестности 0. lim
t→0

P (t) = lim
t→0

Q(t) = 0, Q′(t) =
(
g
(
1
t

))′
= −g′

(
1
t

)
· 1
t2 6= 0

в некоторой проколотой окрестности нуля. Условия теоремы проверены, а тогда,

по доказанной части правила Лопиталя получаем, что

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0

P (t)

Q(t)
= lim

t→0

P ′(t)

Q′(t)
= lim

t→0

−f ′ (1
t

)
· 1
t2

−g′
(
1
t

)
· 1
t2

=

= lim
t→0

f ′ (1
t

)
g′
(
1
t

) = lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
.

◀

Теорема 2. Пусть x0 — вещественное число или одна из бесконечностей. Функ
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ции f(x) и g(x) дифференцируемы в проколотой окрестноститочки x0, g
′(x) 6= 0

для всех x из этой окрестности и lim
x→x0

f(x) = ∞, lim
x→x0

g(x) = ∞. Если существу

ет (конечный или бесконечный) предел lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) , то существует предел lim

x→x0

f(x)
g(x)

и

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
. (2)

▶ Рассмотрим сначала случай когда x0 = +∞.

Из условия теоремы следует, что f(x) и g(x) определены на некотором интервале

(a; +∞). Определим функцию h(x) = |f(x)| + |g(x)|. Эта функция непрерывна

при x > a и бесконечно большая при x → +∞ Учитывая, что непрерывный об

раз промежутка — промежуток, получаем, что h
(
(a; +∞)

)
=

〈
c; +∞

)
. По опре

делению предела найдется число d > 0 такое, что любого x > d выполняются

неравенства |f(x)| > c2, |g(x)| > c2.

Для x > d множество решений (относительно t) уравнения

h(t) = min
(√

|f(x)|,
√
|g(x)|

)
не пусто и ограничено сверху. Точную верхнюю грань этого множества обозна

чим за θ(x). Функция t = θ(x) определена при x > d и является бесконечно

большой при x → +∞. Тогда

∣∣∣∣f(θ(x))f(x)

∣∣∣∣ 6 h(θ(x))

|f(x)|
6

√
|f(x)|
|f(x)|

=
1√
|f(x)|

→ 0,
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и аналогично ∣∣∣∣g(θ(x))g(x)

∣∣∣∣ 6 1√
|g(x)|

→ 0.

Значит, при x → +∞

f(θ(x)) = o(f(x)), g(θ(x)) = o(g(x)).

Следовательно,

f(x) ∼ f(x)− f(θ(x)), g(x) ∼ g(x)− f(θ(x)),

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f(x)− f(θ(x))

g(x)− g(θ(x))
.

По теореме Коши между точками x и θ(x) существует точка c(x), зависящая от x,

такая, что

f(x)− f(θ(x))

g(x)− g(θ(x))
=

f ′(c(x))

g′(c(x))
.

Так как x и θ(x) бесконечно большие функции, то и c(x) — бесконечно большая

при x → +∞. Тогда по теореме о пределе сложной функции

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(c(x))

f ′(c(x))
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

Случай x0 = −∞ получается из рассмотренного заменой x = −t, случай x0 = ∞

получается из предыдущих и критерия существования предела при x → ∞.
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Случай x0 ∈ R. Пусть x = x0+
1
t , P (t) = f

(
x0 +

1
t

)
,Q(t) = g

(
x0 +

1
t

)
. Тогда

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

t→∞

P (t)

Q(t)
= lim

t→∞

P ′(t)

Q′(t)
= lim

t→∞

−f ′ (x0 + 1
t

)
· 1
t2

−g′
(
x0 +

1
t

)
· 1
t2

=

= lim
t→∞

f ′ (x0 + 1
t

)
g′
(
x0 +

1
t

) = lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

◀

Замечание 1. Обе предыдущие теоремы верны для односторонних пределов

Пример 1. Найти предел lim
x→+∞

xα

ax , a > 1, α > 0.

Решение. Числитель и знаменатель бесконечно большие функции при x → +∞,

дифференцируемые на множестве положительных чисел. Кроме того, производ

ная знаменателя (ax)′ = ax ln a отлична от нуля. Применим правило Лопиталя.

lim
x→+∞

xα

ax
= lim

x→+∞

αxα−1

ax ln a
=

α

ln a
· lim
x→+∞

xα−1

ax
.

Если α > 1, то снова получается отношение степенной бесконечно большой к

показательной бесконечно большой. Можно применять правило Лопиталя до тех

пор, пока степень в числителе будет положительной.

lim
x→+∞

xα

ax
=

α

ln a
· lim
x→+∞

xα−1

ax
=

α(α− 1)

ln2 a
· lim
x→+∞

xα−2

ax
= . . .

. . . =
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

lnn a
· lim
x→+∞

xα−n

ax
,

где n — целая часть α. Если α — натуральное, то α = n и под пределом полу

чаем бесконечно малую 1
ax . В противном случае n < α < n + 1 и снова можно
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применить правило Лопиталя. С учетом α− n− 1 < 0, имеем

lim
x→+∞

xα

ax
=

α(α− 1) · · · (α− n+ 1) (α− n)

lnn+1 a
· lim
x→+∞

xα−n−1

ax
= 0.

Объединяя оба случая, получаем ответ

lim
x→+∞

xα

ax
= 0.

Пример 2. Найти предел lim
x→0+0

(xα loga x), α > 0, a ∈ (0; 1) ∪ (1;+∞).

Решение . Под знаком предела произведение бесконечно малой на бесконечном

большую. Преобразуем выражение к отношению бесконечно больших

lim
x→0+0

(xα loga x) = lim
x→0+0

loga x

x−α

[∞
∞

]
== lim

x→0+0

1
x ln a

(−αx−α−1)
= − 1

α ln a
· lim
x→0+0

xα = 0.

Пример 3. Найти предел lim
x→+∞

loga x
xβ , β > 0, a ∈ (0; 1) ∪ (1;+∞).

Решение.

lim
x→+∞

loga x

xβ

[∞
∞

]
== lim

x→+∞

1
x ln a

βxβ−1
=

1

β ln a
· lim
x→+∞

1

xβ
= 0.

Замечание 2. Пример (1) показывает, что показательная бесконечно большая име

ет больший порядок, чем степенная, а примеры (2) и (3) — что степенная беско

нечно большая имеет больший порядок, чем логарифмическая.

Замечание 3. Раскрытие неопределенности другого вида можно свести к рассмот

ренным в правиле Лопиталя неопределенностям
[
0
0

]
и
[∞
∞
]
.

1. [0 · ∞].

lim
x→x0

u(x) · v(x) = lim
x→x0

u(x)

(v(x))
−1 . Получаем неопределённость

[∞
∞
]
или

[
0
0

]
.
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2. [∞−∞].

lim
x→x0

(u(x)− v(x)) = lim
x→x0

u(x) ·
(
1− v(x)

u(x)

)
. В случае lim

x→x0

v(x)
u(x) = 1 ситуация

сводится к неопределенности [0 · ∞], иначе неопределенности нет. Так же

можно пытаться привести исходную разность к общему знаменателю.

3.
[
00
]
,
[
∞0

]
, [1∞].

lim
x→x0

u(x)v(x) = lim
x→x0

ev(x)·lnu(x). Вычисление сведётся к нахождению предела

lim
x→x0

v(x) · lnu(x) и неопределённости [0 · ∞].

Замечание 4. Применение правила Лопиталя часто полезно совмещать с заменой

на эквивалентную.

Пример 4. Найти предел lim
x→0

(
1

ln(1−x) +
1
x

)
.

Решение. Используя эквивалентность ln(1 + t) ∼ t при t → 0, получаем

lim
x→0

(
1

ln(1− x)
+

1

x

)
[∞−∞]
=== lim

x→0

x+ ln(1− x)

x · ln(1− x)
= lim

x→0

x+ ln(1− x)

−x2

[
0
0

]
==

= lim
x→0

1− 1
1−x

−2x
= lim

x→0

−x
1−x

−2x
= lim

x→0

1

2 (1− x)
=

1

2
.

Пример 5. Найти предел lim
x→0+0

xsinx.

Решение. Найдем предел ln
(
xsinx

)
= lnx·sinxИспользуя эквивалентность sinx ∼

x при x → 0, получаем

lim
x→0+0

(lnx · sinx) = lim
x→0+

lnx

(sinx)−1

[∞
∞

]
== lim

x→0+

1
x

− cosx
sin2 x

= − lim
x→0+

sin2 x

x cosx
=

= − lim
x→0+

x2

x cosx
= − lim

x→0+

x

cosx
= 0.

Тогда lim
x→0+0

xsinx = lim
x→0+0

elnx·sinx = e0 = 1.
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2. Формула Тейлора

Определение 1. Функция f(x) n раз дифференцируема в точке x0. Тогда

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k
(1)

называют многочленом Тейлора функции f(x) в точке x0 порядка n.

Определение 2. Функция f(x) n раз дифференцируема в точке x0. Тогда

rn(x) = f(x)− Tn(x) (2)

называют остатком формулы Тейлора функции f(x) в точке x0 порядка n, а

f(x) = Tn(x) + rn(x) (3)

— разложением функции f(x) в точке x0 по формуле Тейлора порядка n.

Утверждение 1. Пусть 0 6 m 6 n. Тогда

T (m)
n (x0) = f (m)(x0), r(m)

n (x0) = 0. (4)

▶

Если k < m, то производная по переменной x функции (x − x0)
k порядка m

равна нулю, а для k > m производную можно записать в виде:

(
(x− x0)

k
)(m)

= k (k − 1) . . . (k −m+ 1) (x− x0)
k−m =

k!

(k −m)!
(x− x0)

k−m.
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Следовательно,

T (m)
n (x) =

n∑
k=m

f (k)(x0)

k!
· k!

(k −m)!
(x− x0)

k−m =
n∑

k=m

f (k)(x0)

(k −m)!
(x− x0)

k−m.

Слагаемое, соответствующее k = m, равно
f (m)(x0)
(m−m)! · 1 = f (m)(x0), а при k > m и

x = x0, значение степени (x− x0)
k−m = 0. Следовательно,

T (m)
n (x0) = f (m)(x0),

r(m)
n (x0) = f (m)(x0)− T (m)

n (x0) = 0.

◀

Разработал старший преподаватель

кафедры высшей математики Одинцов А.В.
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