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Учебные вопросы:

1. Производные функции, заданной параметрически

2. Пример построения графика функции, заданной параметрически
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1. Непрерывность и дифференцируемость функций, заданных

параметрически

Теорема 1. Функции x(t) и y(t) непрерывны на промежутке 〈a; b〉, x(t) строго

монотонна на 〈a; b〉 и x (〈a; b〉) = 〈c; d〉. Тогда существует единственная функ­

ция f(x), непрерывная на 〈c; d〉 такая, что y(t) = f(x(t)) при всех t ∈ 〈a; b〉.

▶Из строгоймонотонности, теоремы о непрерывности обратнойфункции и непре­

рывности функции x(t) следует существование обратной функции t = x−1(x),

непрерывной на x (〈a; b〉) = 〈c; d〉. Для x ∈ 〈c; d〉 определим функцию f(x) =

= y(x−1(x)). Эта функция непрерывна на промежутки 〈c; d〉 по теореме о непре­

рывности сложной функции. Кроме того,

f(x(t)) = y(x−1(x(t))) = y(t)

при t ∈ 〈a; b〉. Этим доказано существование.

Если теперь y(t) = f(x(t)) при всех t ∈ 〈c; d〉, то взяв t = x−1(x), получаем,

что y(x−1(x)) = f(x(x−1(x))) = f(x) при x ∈ 〈c; d〉. Откуда следует единствен­

ность.◀

Теорема 2. Функции x(t) и y(t) дифференцируемы на промежутке (a; b), произ­

водная x′(t) не меняет свой знак на интервале (a; b) и x ((a; b)) = (c; d). Тогда

функция f(x) из теоремы (1) дифференцируема на (c; d) и

f ′(x(t)) =
y′(t)

x′(t)
. (1)

▶ Из доказательства теоремы (1) известно, что f(x) = y(x−1(x)). Тогда, исполь­
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зуя формулу производной сложной и обратной функции, получаем

f ′(x) = y′(x−1(x)) ·
(
x−1(x)

)′
= y′(x−1(x)) · 1

x′(x−1(x))
.

Тогда

f ′(x(t)) = y′(x−1(x(t))) · 1

x′(x−1(x(t)))
=

y′(t)

x′(t)
.

◀

Замечание 1. Если в теореме (2) дополнительно известно, что функции x(t) и y(t)

дважды дифференцируемы на промежутке (a; b), то f(x) дважды дифференциру­

ема на (c; d) и

f ′′(x(t)) =
y′′(t)x′(t)− y′(t)x′′(t)

(x′(t))3
. (2)

Последнее равенство получается дифференцированием обеих частей форму­

лы из заключения теоремы (2), а дважды дифференцируемость — из того, что

f ′(x) = y′(x−1(x)
x′(x−1(x)) с дифференцируемым по условию числителем и знаменателем.

Замечание 2. Переобозначив f(x) за y(x), получаем

y′x =
y′t
x′t
, (3)

y′′xx =
y′′ttx

′
t − y′tx

′′
tt

(x′t)
3 , (4)

причем производная в левой части равенства находится при x = x(t).
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Последнюю формулу можно записать в виде

y′′xx =

(
y′t
x′
t

)′

t

x′t
или y′′xx =

(y′x)
′
t

x′t
. (5)

Производную порядка n при x = x(t) можно вычислить по формуле

y
(n)
xn =

(
y
(n−1)
xn−1

)′
t

x′t
. (6)

2. Пример построения графика функции, заданной параметри­

чески

Пример 1. Построить график функции

 x = t2

4 (1−t)

y = t3

8 (t−1)

.

Решение.

1) Построение графиков x(t) и y(t) (без исследования выпуклости).

a) Промежутки знакопостоянства.

x(t) = t2

4 (1−t)

• x (t) > 0 ⇔ t ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 1),

• x (t) < 0 ⇔ t ∈ (1;+∞),

• x(t) = 0 ⇔ t = 0.

+ + −
0 1 t

x(t)

y(t) = t3

8 (t−1)

• y (t) > 0 ⇔ t ∈ (−∞; 0) ∪ (1;∞),

• y (t) < 0 ⇔ t ∈ (0; 1),

• y(t) = 0 ⇔ t = 0.

+ − +
0 1 t

y(t)

b) Монотонность и локальный экстремум функций x(t) и y(t).
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x′(t) = t (2−t)

4(t−1)
2

• x (t) убывает на интервалах

(−∞; 0), (2;∞),

• x (t) возрастает на интервалах

(0; 1), (1; 2),

• t = 2 — строгий локальный мак­

симум, x(2) = −1,

• t = 0— строгий локальный мини­

мум, x(0) = 0.

− + + −
↘ ↗ ↗ ↘0 1 2 t

x′(t)

x(t)

y′(t) = t2 (2t−3 )

8(t−1)
2

• y (t) убывает на интервалах

(−∞; 1),
(
1; 32

)
,

• y (t) возрастает на интервале(
3
2 ; +∞

)
,

• t = 3
2 — строгий локальный мини­

мум, y
(
3
2

)
= 27

32 .

− −− +
↘ ↘↘ ↗0 1 3

2
t

y′(t)

y(t)

c) Асимптоты функций x(t) и y(t).

x(t) = t2

4 (1−t)

lim
t→1±0

x(t) = ∓∞⇒ t = 1 — вертикальная асимптота,

k = lim
t→±∞

x(t)
t = −1

4 , l = lim
t→±∞

(x(t)− k t) = −1
4 , следовательно,x = −1

4 (t+ 1)—

наклонная асимптота при t → ±∞.

y(t) = t3

8 (t−1)

lim
t→1±0

y(t) = ±∞⇒ t = 1 — вертикальная асимптота,

k = lim
t→±∞

y(t)
t = ∞, следовательно, нет наклонной асимптоты при t → ±∞.

Исходя из исследования, строим графики координатных функций x(t) и y(t).

6



3
2

2 31

−1
−9

8

t

x

Рис. 1.

3
2

2 31

1
27
32

27
16

t

y

Рис. 2.

Необходимость построения некоторых дополнительных точек будет ясна из

дальнейшего рассмотрения первой и второй производной функции, заданной па­

раметрически.

2) Определяем знаки первой производной функции, заданной параметрически.

y′x =
y′t
x′
t
= t (2t−3 )

2(2−t)
+ −− + −

0 1 3
2

2 t
y′x

3) Определяем знаки второй производной функции, заданной параметрически.

y′′xx =
4(t−1)

3
(3−t)

(2−t)
3
t

+ − + − +
0 1 32 t

y′′xx

4) Находим асимптоты функции, заданной параметрически.

Ищем значения t0 при стремлении к которым хотя бы одна из координатных

функций x(t) или y(t) стремится к бесконечности. В данном случае это только

t0 = 1 или t0 = ∞.

a) t0 = 1.

Так как lim
t→1±0

x(t) = ∞ и lim
t→1±0

y(t) = ∞, то асимптота может быть только на­

клонной (если существует).

k = lim
t→1±0

y(t)

x(t)
= lim

t→1±0

−t

2
= −1

2
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l = lim
t→1±0

(y(t)− k x(t)) = lim
t→1±0

(
t3

8 (t− 1)
−
(
−1

2

)
t2

4 (1− t)

)
= lim

t→1±0

t2

8
=

1

8

Так как k и l существуют и конечны, то y = −1
2x + 1

8 — наклонная асимптота.

Проанализируем взаимное положение графика функции и графика асимптоты.

y(t)− k x(t)− l = t2

8 − 1
8 = = 1

8

(
t2 − 1

)
. Эта разность положительна при |t| > 1,

следовательно, график функции лежит выше асимптоты. Разность отрицательна

при t ∈ (−1; 1), и значит, при таких t график функции лежит ниже асимптоты.

б) t0 = ∞

Так как lim
t→±∞

x(t) = ∞ и lim
t→±∞

y(t) = ∞, то асимптота может быть только наклон­

ной (если существует). k = lim
t→±∞

y(t)
x(t) = lim

t→±∞
−t
2 = ∓∞. Этот предел бесконечен,

следовательно асимптоты не существует.

5) Определяем функции от переменной x, объединение графиков которых, да­

ёт график функции, заданной параметрически.

Функцию, заданную параметрически, можно представить в виде однознач­

ных функций на интервалах, на которых производная x′(t) имеет постоянный

знак. В данном случае, таких интервалов четыре: (−∞; 0), (0; 1), (1; 2) и (2;∞).

Для каждого случая построим график:

a) t ∈ (−∞; 0]

Обозначим за y = f1 (x) функцию, соответствующую промежутку (−∞; 0].

Используя графики функций x = x(t) и y = y(t) (пункт 1), получаем, что x ∈

∈ [0; +∞), y ∈ [0; +∞). Если x → +∞, то t → −∞, и следовательно,

y → +∞. Если x = 0, то t = 0, а значит y = 0. Таким образом, f1 (0) = 0, а

lim
x→+∞

f1 (x) = +∞.

По пункту 2 первая производная y′x > 0 при t ∈ (−∞; 0), а по пункту 3 вторая

производная y′′xx > 0. Следовательно, функция y = f1 (x) возрастает и выпукла
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вниз на интервале x ∈ (0;+∞).

Заметим также, что lim
x→+0

f ′
1 (x) = lim

t→−0
y′x (x (t)) = lim

t→−0

y′t(t)
x′
t(t)

= lim
t→−0

t (2t−3 )
2(2−t) = 0,

то есть касательная к графику функции в точке O (0; 0) совпадает с осью Ox.

Как будет видно из построения, при t = 0 график будет иметь «односторон­

ние» касательные.

Итак y = f1 (x) (Рис. 3)

• возрастает и выпукла вниз на промежутке x ∈ [0; +∞),

• предел при x → +∞ равен +∞, а f1(0) = 0

• касательная (односторонняя) к графику в точке O (0; 0) совпадает с осью Oy.

б) t ∈ [0; 1)

Обозначим за y = f2 (x) функцию, соответствующую промежутку [0; 1).

Используя графики функций x = x(t) и y = y(t) (пункт 1), получаем, что x ∈

∈ [0; +∞), y ∈ (−∞; 0]. Если x → +∞, то t → 1−0, следовательно, по пункту 4,

прямая y = −1
2x + 1

8 будет асимптотой y = f2 (x) (график функции ниже асимп­

тоты). Если x = 0, то t = 0, а тогда y = 0. Таким образом, f2 (0) = 0.

По пункту 2 первая производная y′x < 0 при t ∈ (0; 1), а по пункту 3 вторая

производная y′′xx < 0. Следовательно, функция y = f2 (x) убывает и выпукла

вверх на интервале x ∈ (0;+∞).

Заметим также, что lim
x→+0

f ′
2 (x) = lim

t→+0
y′x (x (t)) = lim

t→+0

y′t(t)
x′
t(t)

= lim
t→+0

t (2t−3 )
2(2−t) = 0,

то есть, касательная к графику функции в точке O (0; 0) совпадает с осью Ox.

Итак y = f2 (x) (Рис. 4)

• убывает и выпукла вверх на промежутке x ∈ [0; +∞),

• f2(0) = 0,

• при x → +∞ имеет асимптоту y = −1
2x+ 1

8 ,

• касательная (односторонняя) к графику в точке O (0; 0) совпадает с осью Oy.
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Рис. 4.

в) t ∈ (1; 2]

Обозначим за y = f3 (x) функцию, соответствующую промежутку (1; 2].

Тогда x ∈ (−∞;−1], y ∈
[
27
32 ; +∞

)
. Если x → −∞, то t → 1+ 0 и следовательно,

по пункту 4, прямая y = −1
2x + 1

8 будет асимптотой y = f3 (x) (график функции

выше асимптоты). Если x = −1, то t = 2, а y = 1. Следовательно, f3 (−1) = 1.

Производная y′x < 0 при t ∈
(
1; 32

)
. Тогда x ∈

(
−∞;−9

8

)
, и значит, f3 (x)

убывает на промежутке
(
−∞;−9

8

]
. Аналогично, производная y′x > 0 при t ∈

∈
(
3
2 ; 2

)
. Тогда x ∈

(
−9

8 ;−1
)
, и значит, f3 (x) возрастает на промежутке

[
−9

8 ;−1
]
.

При t = 3
2 получаем, что x = −9

8 , y = 27
32 , то есть f3

(
−9

8

)
= 27

32 . График проходит

через A
(
−9

8 ;
27
32

)
.

Вторая производная y′′xx > 0. Следовательно функция y = f3 (x) выпукла вниз

на промежутке x ∈ (−∞;−1].

Заметим также, что lim
x→−1−0

f ′
3 (x) = lim

t→2−0
y′x (x (t)) = lim

t→2−0

y′t(t)
x′
t(t)

= lim
t→2−0

t (2t−3 )
2(2−t) =

= +∞, то есть, касательная к графику функции в точкеB (−1; 1) параллельна оси

Oy. Так как при t = 3
2 производная y

′
x = 0, то касательная к графику функции в

точке A
(
−9

8 ;
27
32

)
параллельна оси Ox.

Итак y = f3 (x) (Рис. 5)
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• убывает и выпукла вниз на интервале x ∈
(
−∞;−9

8

]
,

• возрастает и выпукла вниз на промежутке x ∈
[
−9

8 ;−1
]
,

• f3 (−1) = 1, f3
(
−9

8

)
= 27

32 ,

• при x → −∞ имеет асимптоту y = −1
2x+ 1

8 ,

• касательная в точке B (−1; 1) параллельна оси Oy,

• касательная в точке A
(
−9

8 ;
27
32

)
параллельна оси Ox.

г) t ∈ [2; +∞)

Обозначим за y = f4 (x) функцию, соответствующую промежутку [2; +∞).

Тогда x ∈ (−∞;−1], y ∈ [1; +∞). Если x → −∞, то t → +∞ а y → +∞. Если

x = −1, то t = 2, а тогда y = 1. Таким образом, f4 (−1) = 1.

Производная y′x < 0 при t ∈ (2;+∞). Тогда x ∈ (−∞;−1), и значит, f4 (x)

убывает на интервале (−∞;−1).

Вторая производная y′′xx > 0, если t ∈ (3;+∞). При таких t x ∈
(
−∞;−9

8

)
,

и поэтому y = f4 (x) выпукла вниз на промежутке
(
−∞;−9

8

]
. y′′xx < 0, если t ∈

∈ (2; 3). При таких t x ∈
(
−9

8 ;−1
)
, и поэтому, y = f4 (x) выпукла вверх на про­

межутке
[
−9

8 ;−1
]
. Если x = −9

8 , то t = 3 и y = 27
16 . Точка C

(
−9

8 ;
27
16

)
является

точкой перегиба графика функции.

lim
x→−1−0

f ′
4 (x) = lim

t→2+0
y′x (x (t)) = lim

t→2+0

y′t(t)
x′
t(t)

= lim
t→2+0

t (2t−3 )
2(2−t) = −∞, то есть,

касательная к графику функции в точке B (−1; 1) параллельна оси Oy.

Итак y = f4 (x) (Рис. 6)

• убывает и выпукла вниз на промежутке x ∈
(
−∞;−9

8

]
,

• убывает и выпукла вверх на промежутке x ∈
[
−9

8 ;−1
]
,

• предел приx → −∞ равен +∞, а f4
(
−9

8

)
= 27

16 ,

• C
(
−9

8 ;
27
16

)
— точкой перегиба,

• касательная в точке B (−1; 1) параллельна оси Oy.
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Рис. 5.
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Рис. 6.

Объединяя графики функций f1 (x), f2 (x), f3 (x) и f4 (x), получаем график

исходной функции (Рис. 7):

O

C

B
A

−9
8
−1

27
16

27
32

1

наклонная асимптота y = − 1
2 x+ 1

8

t ∈ (0; 1)

t
∈
(−

∞
; 0
)t ∈ (

1; 3
2

)
t ∈

(3;+
∞
)

t ∈
(
3
2 ; 2

)

t ∈
(2; 3)

x

y

Рис. 7.
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