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1. Общие свойства множества вещественных чисел 

Будем исходить из представлений и опыта работы с числами, которые у 

нас сложились в школе. 

Множество вещественных чисел обозначим через . Сейчас мы 

перечислим основные свойства — аксиомы множества вещественных чисел. 

Большая их часть нам хорошо знакома. Исключение составит свойство 

полноты, которое следует рассмотреть с особым вниманием. 

I. На множестве вещественных чисел определена операция сложения. К 

основным свойствам сложения отнесем: 

1) Коммутативность. 

2) Ассоциативность. 

3) Существование нейтрального элемента (0 ). 

4) Существование противоположного элемента. 

II. На множестве вещественных чисел определена операция умножения. К 

основным свойствам сложения отнесем: 

1) Коммутативность. 

2) Ассоциативность. 

3) Существование нейтрального элемента ( )1 0 . 

4) Существование обратного элемента. 

III. Сложение и умножение связаны законом дистрибутивности: 

 ( )x y z xz yz+ = + . (1) 



IV. На множестве вещественных чисел определено отношение порядка  . 

Порядком называется отношение с тремя свойствами: 
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Отношение порядка на  является линейным порядком: 

 ,x y x y y x     . (3) 

V. Связь арифметических операций и порядка 
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VI. Аксиома полноты 

Пусть ,X Y  — непустые множества вещественных чисел, причем 

 x X y Y x y     . (5) 

Тогда c x X y Y x c y          (6) 

Определение. X  —непустое множество вещественных чисел. 

Число M  называется верхней границей множества X , если 

 x X x M   . (6) 

Число m  называется нижней границей множества X , если 

 x X x m   . (8) 

Множество, имеющее верхнюю границу, называется ограниченным сверху. 

Множество, имеющее нижнюю границу, называется ограниченным снизу. 

Множество, ограниченное сверху и снизу, называется ограниченным. 

Теорема 1. Существование точных граней 

1) Пусть множество E  ограничено сверху. Тогда среди верхних границ 

множества E  существует наименьшая. 



2) Пусть множество E  ограничено снизу. Тогда среди нижних границ 

множества E  существует наибольшая. 

Пусть sE   — множество верхних границ множества E  . Ясно, что 

 sx E y E x y     . 

По аксиоме полноты 

 sM x E y E x M y        . 

Неравенство x M  означает, что M  — верхняя граница множества E , а 

неравенство M y  означает, что E  — наименьшая верхняя граница.  

Определение. 1) Пусть E  — ограниченное сверху множество 

вещественных чисел. Наименьшая верхняя граница множества E  называется 

точной верхней границей, точной верхней гранью и обозначается 

 sup sup
x E

E x


= . (9) 

2) Пусть E  — ограниченное снизу множество вещественных чисел. 

Наибольшая нижняя граница множества E  называется точной нижней 

границей, точной нижней гранью и обозначается 

 inf inf
x E

E x


= . (10) 

Теорема 2. Описание точных граней на  -языке. 
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Предложение.  

1) Если A B  , B  ограничено сверху, то A  ограничено сверху и 

 sup supA B . 

2) ( )sup supA x A x+ = +  (здесь  |A x y x y A+ = +  ). 



3) Если 0  , то sup supA A = ; ( )sup infA A− = −  (здесь 

 |A x x A =  ). 

Пример. ( )sup 0, 1 1=   

Если supz E E=   , то maxz E=  — наибольший элемент множества E . 

Если maxz E= , то supz E= . 

2. Промежутки 

К промежуткам относят множества вещественных чисел следующих 

типов: 

   , |a b x a x b=    — отрезок (здесь a b ), 

( )  , |a b x a x b=    — интервал (здесь a b ), 

 )  , |a b x a x b=    (здесь a b ), 

(   , |a b x a x b=    (здесь a b ), 

 )  , |a x x a+ =   — замкнутый луч, 

( )  , |a x x a+ =   открытый луч, 

(   , |b x x b− =   — замкнутый луч, 

( )  , |b x x b− =   открытый луч, 

( ),− + = . 

Промежуток   характеризуется тем свойством, что 

 ,x y x z y z      . 



3. Абсолютная величина (модуль) вещественного числа 

10. Определение. 
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20 Основные свойства: 

1)  max ,x x x= − , 

2) 0, 0 0x x x =  = , 

3) x x− = , 

4) xy x y= , 

5) x x x−   , 

6) 0a x a a x a   −   , 

7) x y x y+  + , 

8) x y x y  −  

Предложение. Множество E   ограничено в том и только в том 

случае, если 

 M x E x M    . (2) 

4. Геометрическая интерпретация 

Рассмотрим прямую l , выберем на ней точку O , которую будем называть 

началом отсчета и считать изображением числа 0 , точку E  для изображения 

числа 1 . Направление от O  к E  назовем положительным и отметим стрелкой 

(рис. 1). Отрезок  

   

     

   

Рис. 1 



 

 

OE  — масштабный отрезок, его длина считается равной единице. Каждому 

положительному числу x  ставим в соответствие точку M , находящуюся на 

луче OE  на расстоянии x  от начала отсчета O . Отрицательному числу ( )x−  

ставим в соответствие точку M  , симметричную точке M  относительно 

начала отсчета O . Тем самым установлено взаимно однозначное 

соответствие между множеством  вещественных чисел и точками прямой 

l  . Прямую l  будем называть числовой прямой или числовой осью. В 

дальнейшем мы часто будем отождествлять числа и изображающие их точки, 

называть вещественные числа точками. 
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