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1. Сходимость и арифметические операции 

Теорема1. О пределе суммы 

Предел суммы равен сумме пределов. Пусть    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 — числовые 

последовательности, 
n n nz x y= + . Тогда если    

1 1
,n nn n

x y
 

= =
 сходятся, то и 

 
1n n

z


=
 сходится, причем 

 lim lim limn n n
n n n
z x y

→ → →
= + . (1) 

Теорема 2. О пределе произведения 

Пусть    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 — числовые последовательности, 

n n nz x y=  . 

Тогда если    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 сходятся, то и  

1n n
z



=
 сходится, причем 

 lim lim limn n n
n n n
z x y

→ → →
= . (2) 

Положим lim , limn n
n n

a x b y
→ →

= = . Проведем предварительную оценку: 

 ( ) ( )n n n n n n n nz ab x y ay ay ab x a y a y b− = − + − = − + − . 

Поэтому 

 n n n nz ab x a y a y b−  − + − . 

Последовательность  
1n n

y


=
 сходится, поэтому она ограничена, так что 

найдется такое число 0M  , что ny M  при всех n . Можно считать, что 

a M . 

Возьмем произвольное 0  . Поскольку 
n
n

x a
→
→ , то 

 1 1
2

nN n N x a
M


   −  . 

Точно так же 



 2 2
2

nN n N y b
M


   −  . 

Положим  1 2max ,N N N= . 

Для n N  получаем оценку 

 
2 2

nz ab M M
M M

 
−  + = . 

Соотношение 
n
n

z ab
→
→  доказано.  

Следствие. Предел линейной комбинации 

 ( )lim lim limn n n n
n n n

x y x y   
→ → →

+ = +   (3) 

Теорема 3. О пределе частного 

Пусть    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 — числовые последовательности, 0nn y  , 

n
n

n

x
z

y
=  .  

Тогда если    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 сходятся, lim 0n

n
y

→
 , то и  

1n n
z



=
 сходится, причем 

 
lim

lim
lim

n
n

n
n

n
n

x
z

y

→

→

→

= . (4) 

2. Сходимость и неравенства 

Теорема 1. О стабилизации неравенств. Пусть    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 — числовые 

последовательности, ,n n
n n

x a y b
→ →
→ → . 

 a b . (1) 

Тогда найдется такой номер 
0n , что 

 
n nx y  для 

0 01, 2,n n n= + +   (2) 



Положим 0
2

b a


−
=  . Поскольку 

n
n

x a
→
→ , то найдется такой номер 

1n , 

что nx a −   для 
1 11, 2,n n n= + + . Для таких n  имеем 

,
2

n n

a b
x a x a 

+
−   + = . 

Поскольку 
n
n

y b
→
→ , то найдется такой номер 

2n , что ny b −   для 

2 21, 2,n n n= + + . Для таких n  имеем ,
2

n n

a b
y b y b 

+
−  −  − = . 

Положим  0 1 2max ,n n n= . При 
0 01, 2,n n n= + +  справедливы оба 

неравенства 

 ,
2 2

n n

a b a b
x y

+ +
  , 

 из которых и следует неравенство 
n nx y . 

Следствия 1) Если 
n
n

x a b
→
→  , то 

nx b  для 
0 01, 2,n n n= + + . 

2) Если 0n
n

x a
→
→  , то 0nx   для 

0 01, 2,n n n= + + . 

Теорема 2. О предельном переходе в неравенстве 

Пусть    
1 1
,n nn n

x y
 

= =
 — числовые последовательности, ,n n

n n
x a y b

→ →
→ → . 

Если 

 
n nn x y  , (3) 

то 

 a b . (4) 

 Допустим, a b . Тогда по теореме 1 
n nx y , начиная с некоторого 

номера, вопреки условию.  

Замечания. 1) Достаточно потребовать выполнения неравенства 
n nx y , 

начиная с некоторого номера. 



2) Теорема гарантирует только нестрогое неравенство. Может случиться, 

что 
n nx y , но lim limn n

n n
x y

→ →
= . Например, 

1
0

n
 , но 

1
lim 0
n n→

= . 

Теорема 3. О сжатой последовательности. Пусть      
1 1 1
, ,n n nn n n

x y z
  

= = =
 — 

числовые последовательности, связанные неравенством 

 
n n nx z y  , (5) 

и 

 ,n n
n n

x a y a
→ →
→ → . (6) 

Тогда 

 
n
n

z a
→
→ . (7) 

Возьмем произвольное 0  . 

 
,

,

n n

n

n n

x a x a
N n N a z a

y a y a

 
 

 

−   −
    −   +

−   +
, 

n
n

z a
→
→ .  

 6. Бесконечно малые последовательности 

10. Определение. Последовательность  
1n n




=
 называется бесконечно 

малой (б.м.), если 0n
n


→
→ , т.е. если 

 0 nN n N        . (1) 

20. Теорема1. Сумма бесконечно малых последовательностей — 

бесконечно малая, если    
1 1
,n nn n

 
 

= =
 — б.м., 

n n n  = + ,то  
1n n




=
 — б.м. 

Теорема 1 — прямое следствие теоремы о пределе суммы. 



30. Теорема 2. Произведение б.м. на ограниченную — б.м. Если  
1n n




=
 — 

б.м., а  
1n n

x


=
 — ограниченная, 

n n nx = , то  
1n n




=
 — б.м. 

  
1n n

x


=
 — ограниченная, 0 ( 1,2, )nM x M n   = . Возьмем 

произвольное 0  . Поскольку 0n
n


→
→ , то найдется такой номер N , что 

 nn N
M


   . 

Теперь для n N  получаем 

 n M
M


  = ,  

1n n




=
 — б.м.  

Следствия 1) Произведение бесконечно малых — бесконечно малая. 

2) Линейная комбинация бесконечно малых — бесконечно малая. 

40. Теорема 3. Описание сходимости в терминах б.м. 

Пусть  
1n n

x


=
 — последовательность, a  — вещественное число. Тогда 

  n n n
n

x a x a
→
→  = −  — б.м. (2) 

50. Бесконечно большие последовательности. 

Определение. 1) Последовательность  
1n n

x


=
 называют бесконечно 

большой (б.б.) и пишут 
n
n

x
→
→ , если 0 nN n N x       . 

2) 
n
n

x
→
→+ , если 0 nN n N x      . 

3) 
n
n

x
→
→− , если 0 nN n N x      − . 

60. Теорема 4. Связь б.м. и б.б. 

1) Если 0n   — б.м., то 
1

n

n

x


=  — б.б. 



2) Если 
nx  — б.б., то 

1
n

nx
 =  — б.м. 

70. Расширенное множество вещественных чисел. 

Дополним  элементами ,+ − .  ,=  − +  называется 

расширенным множеством вещественных чисел. Считаем, что 

 x x  −   + . (3) 

Для неограниченного сверху множества E  имеем supE = + ; для 

неограниченного снизу множества E  имеем inf E = − . 

Над бесконечными числами можно выполнять арифметические операции 

( с естественными ограничениями): 

 

( ) ( ) ( ), ; ;

, 0; 0, ; , 0.
0

a a

a x
x x a x

+  =   + + + = +

 =   =  =  


 (4) 

Эти равенства выражают теоремы об арифметических операциях над 

последовательностями с соответствующими свойствами. Например, 

равенство , 0a a =    — символическая запись утверждения 

 0,n n n n n
n n n

x a y z x y
→ → →
→  → = →  .  (5) 

Условие 0a   существенно; если 0,n n
n n

x y
→ →
→ → , то поведение 

n n nz x y=  

зависит от более тонких свойств сомножителей. В связи с этим говорят, что 

выражение 0   является неопределенностью.  

Основные неопределенности описываются формулами 

 
0

, 0 , ,
0


 − 


. (6) 
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