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Учебные вопросы: 
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4. Крамеровские системы линейных уравнений. 
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1. Введение 

На предыдущей лекции мы познакомились с понятием ранга матрицы. Это понятие 

понадобится при решении произвольных линейных систем уравнений, к изучению которых мы и 

переходим. 

 

2.  Общие сведения о системах линейных уравнений. 

Определение 1. Система уравнений вида: 

൞

𝑎ଵଵ𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑥௡ = 𝑏ଵ,
𝑎ଶଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଶ௡𝑥௡ = 𝑏ଶ,
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑎௠ଵ𝑥ଵ + 𝑎௠ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௠௡𝑥௡ = 𝑏௠,

   (1) 

где 𝑎௜௝, 𝑏௜, 𝑥௝ ∈ ℝ,  (𝑖 = 1, 2, … , 𝑚; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛), при этом числа 𝑎௜௝ называются коэффициентами 

системы (1), числа 𝑏௜ − свободными членами системы. 𝑥௝ − неизвестные системы (1). 

Определение 2. Решением системы называется набор чисел 𝑥ଵ
଴, 𝑥ଶ

଴, … , 𝑥௡
଴ ∈ ℝ, при подстановке 

которых в уравнения системы вместо соответствующих неизвестных обращают уравнения системы 

(1) в верные равенства.  

Определение 3.  

 Если система имеет решение, то она называется совместной. В противном случае 

система называется несовместной.   

 Если система имеет единственное решение, то она называется совместной 

определенной. Если решений больше одного, то система является совместной 

неопределенной. 

Определение 4. Две линейные системы называются равносильными, если они обе 

несовместны, или же они обе совместны и каждое решение одной системы является решением 

другой и наоборот. 

3. Матричная запись системы линейных уравнений. 

Введем в рассмотрение следующие матрицы: 

𝐴 = ൭

𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵ௡

⋅ ⋅ ⋅
𝑎௠ଵ ⋯ 𝑎௠௡

൱ − матрица системы, 𝐵 = ൭
𝑏ଵ

⋮
𝑏௠

൱ − столбец свободных членов, 𝑋 = ൭

𝑥ଵ

⋮
𝑥௡

൱ − 

столбец неизвестных. Заметим, что 𝐴𝑋 = ൭

𝑎ଵଵ𝑥ଵ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑥௡

⋮
𝑎௠ଵ𝑥ଵ + ⋯ + 𝑎௠௡𝑥௡

൱, а тогда систему (1) можно 

записать в матричной форме:  

𝐴𝑋 = 𝐵.       (2) 

Наряду с такой формой записи линейной системы существует еще одна форма записи – 

расширенная матрица системы (1): 
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𝐴̅ = ൭

𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵ௡ 
∙ ⋯ ∙

𝑎௠ଵ ⋯ 𝑎௠௡

อ
𝑏ଵ

∙
𝑏௠

൱, 

к этой форме записи мы скоро вернемся, а пока изучим матричное уравнение (2). 

4. Крамеровские системы уравнений. 

Определение 5. Линейная система вида 

൞

𝑎ଵଵ𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑥௡ = 𝑏ଵ,
𝑎ଶଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଶ௡𝑥௡ = 𝑏ଶ,
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑎௡ଵ𝑥ଵ + 𝑎௡ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௡௡𝑥௡ = 𝑏௡

 

называется крамеровской или системой крамеровского типа, если определитель системы Δ =

det 𝐴 = อ 

𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵ௡

⋅ ⋅ ⋅
𝑎௡ଵ ⋯ 𝑎௡௡

 อ ≠ 0.  

То есть это система из 𝑛 уравнений с 𝑛 неизвестными, матрица которой невырожденная, 

соответственно, rank 𝐴 = 𝑛. 

Если матрица 𝐴 невырожденная (квадратная матрица с ненулевым определителем), то она 

имеет единственную обратную матрицу 𝐴ିଵ, а тогда мы сможем решить матричное уравнение, 

домножив левую и правую части равенства (2) слева (что важно!) на 𝐴ିଵ, получим единственное 

решение матричного уравнения и, как следствие, единственное решение системы (1): 

𝑋 = 𝐴ିଵ𝐵.        (3) 

Теорема Крамера. Если система крамеровского типа, то она имеет единственное решение, 

определяемое равенствами:  

𝑥௜ =
Δ೔

Δ
, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, где Δ௜ = อ 

𝑎ଵଵ ⋯ 𝑎ଵ,௜ିଵ 𝑏ଵ 𝑎ଵ,௜ାଵ ⋯ 𝑎ଵ௡

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
𝑎௡ଵ ⋯ 𝑎௡,௜ିଵ 𝑏௡ 𝑎௡,௜ାଵ ⋯ 𝑎௡௡

 อ  . 

Замечание. Определитель ∆௜ – это определитель матрицы системы, в которой заменен 𝑖-ый 

столбец на столбец свободных членов. Формулы для нахождения решения называют правилом 

Крамера. 

Доказательство теоремы Крамера. 

В соответствии с (3) нам достаточно найти обратную матрицу и умножить на нее слева столбец 

свободных членов. При доказательстве потребуется теорема о разложении определителя по 

столбцу и следствие из этой теоремы.  
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