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Учебные вопросы: 

 

1. Введение. 

2. Линейные однородные системы (ЛОС). 

3. Структура общего решения ЛОС. 

4. Существование ненулевого решения у квадратной ЛОС. 

5. Собственные числа и собственные векторы квадратной матрицы 
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1. Введение 

На предыдущей лекции мы рассмотрели системы общего вида, то есть системы, в которых 

число уравнений может не совпадать с числом неизвестных или, если матрица системы квадратная 

и, соответственно, имеет определитель, то этот определитель равен нулю. Был приведен также 

критерий совместности системы общего вида (теорема Кронекера-Капелли). Перейдем теперь к 

изучению линейных однородных систем (ЛОС).   

 

2.  Линейные однородные системы.  

Рассмотрим систему уравнений: 

൞

𝑎ଵଵ𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑥௡ = 0,
𝑎ଶଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଶ௡𝑥௡ = 0,
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑎௠ଵ𝑥ଵ + 𝑎௠ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௠௡𝑥௡ = 0.

    (1) 

Можно заметить, что в правых частях уравнений системы находятся только нули. Такие системы 

называются однородными. В противном случае, если хоть один элемент столбца свободных членов 

отличен от нуля, система называется неоднородной. 

Замечания.  

 Заметим, что матрица системы 𝐴 и расширенная матрица системы 𝐴̅ отличаются на один 

нулевой столбец, то есть rank 𝐴 = rank 𝐴̅ , следовательно, по теореме Кронекера-

Капелли, ЛОС (1) всегда имеет решение. Очевидно, одним из решений будет 𝑋 = ቌ

0
0
⋮
0

ቍ, 

такое решение называется нулевым или тривиальным. 

 Нас будут интересовать ненулевые решения ЛОС. Если решать систему (1) методом 

Гаусса, то не имеет особого смысла приписывать столбец свободных членов в 

расширенную матрицу, поскольку при элементарных преобразованиях со строками 

расширенной матрицы, в последнем столбце все время будут находиться только нули.  

 

3. Структура общего решения линейной однородной системы. 

С помощью метода Гаусса приведем систему к эквивалентной системе, для которой матрица 

будет ступенчатой. Если будет необходимость, то переставив строки (и поменяв нумерацию 

переменных системы!), получим систему вида:  
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝑎ଵଵ

(ଵ)
𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ

(ଵ)
𝑥ଶ+. . . +𝑎ଵ௥

(ଵ)
𝑥௥ + 𝑎ଵ,௥ାଵ

(ଵ)
𝑥௥ାଵ+. . . +𝑎ଵ௡

(ଵ)
𝑥௡ = 0,

             𝑎ଶଶ
(ଵ)

𝑥ଶ+. . . +𝑎ଶ௥
(ଵ)

𝑥௥ + 𝑎ଶ,௥ାଵ
(ଵ)

𝑥௥ାଵ+. . . +𝑎ଶ௡
(ଵ)

𝑥௡ = 0,

.    .    .    .    .    .    .    .    .    .   

                                 𝑎௥௥
(ଵ)

𝑥௥ + 𝑎௥,௥ାଵ
(ଵ)

𝑥௥ାଵ+. . . +𝑎௥௡
(ଵ)

𝑥௡ = 0,

0 ⋅ 𝑥ଵ    +   0 ⋅ 𝑥ଶ  +        .           .            .     +  0 ⋅ 𝑥௡ = 0,
0 ⋅ 𝑥ଵ    +   0 ⋅ 𝑥ଶ  +        .           .            .     +  0 ⋅ 𝑥௡ = 0,
.    .    .    .    .    .    .    .    .  .  
0 ⋅ 𝑥ଵ    +   0 ⋅ 𝑥ଶ  +        .           .            .     +  0 ⋅ 𝑥௡ = 0,

 

За базисные переменные выберем 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௥, остальные переменные 𝑥௥ାଵ, 𝑥௥ାଶ, … , 𝑥௡  (если они 

останутся) назовем свободными и придадим им произвольные значения: 𝑥௥ାଵ = 𝐶ଵ, 𝑥௥ାଶ =

𝐶ଶ, … , 𝑥௡ = 𝐶௡ି௥ . Перенесем эти значения в правые части равенств и выразим базисные переменные 

через свободные, используя обратный ход метода Гаусса. Так, например,  

𝑥௥ =
ଵ

௔ೝೝ
(భ) ቀ−𝑎௥,௥ାଵ

(ଵ)
𝐶ଵ − 𝑎௥,௥ାଶ

(ଵ)
𝐶ଶ − ⋯ − 𝑎௥௡

(ଵ)
𝐶௡ି௥ቁ. 

Далее, последовательно подставляя уже найденные выражения для базисных переменных через 

свободные в предыдущие уравнения, выразим все остальные неизвестные.  В результате после 

обратного хода метода Гаусса у нас получится следующее:  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝑥ଵ = 𝛼ଵଵ𝐶ଵ+. . . +𝛼ଵ,௡ି௥𝐶௡ି௥ ,

𝑥ଶ = 𝛼ଶଵ𝐶ଵ+. . . +𝛼ଶ,௡ି௥𝐶௡ି௥ ,

… … … … … … … … … … … … . .
𝑥௥ = 𝛼௥ଵ𝐶ଵ+. . . +𝛼௥,௡ି௥𝐶௡ି௥

𝑥௥ାଵ = 𝐶ଵ ∈ ℝ,
… … … … … … … … … … … … . .
𝑥௡ = 𝐶௡ି௥ ∈ ℝ.

 

Из полученной системы легко увидеть, что столбец неизвестных общего решения ЛОС (1) можно 

представить в виде: 

𝑋 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
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⋮
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⎟
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1
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⎟
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⋮
𝛼௥,௡ି௥

0
0
⋮
1 ⎠

⎟
⎟
⎟
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= 

= 𝐶ଵ𝑋ଵ + 𝐶ଶ𝑋ଶ + ⋯ + 𝐶௡ି௥𝑋௡ି௥ . 

Определение. Система векторов-столбцов 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, … , 𝑋௡ି௥ , с помощью которых мы записали 

общее решение системы (1), называется фундаментальной системой решений (ФСР) линейной 

однородной системы (1).  

Замечания.  

1) ФСР определяется не единственным образом – все зависит от того, какой базисный минор 

мы выберем.  

2) Векторы-столбцы, входящие в ФСР, линейно независимы. 

3) Если рассмотреть неоднородную систему с той же самой матрицей, что и в соответствующей 
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однородной системе, то можно показать, что общее решение будет выражаться как сумма 

некоторого частного решения неоднородной системы и общего решения соответствующей 

однородной системы. В случае, конечно, когда неоднородная система совместна. 

 

4. Существование ненулевого решения квадратной однородной системы. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда число уравнений однородной системы и число 

неизвестных совпадает.  

൞

𝑎ଵଵ𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑥௡ = 0,
𝑎ଶଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎ଶ௡𝑥௡ = 0,
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑎௡ଵ𝑥ଵ + 𝑎௡ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௡௡𝑥௡ = 0.

    (2) 

В этом случае справедлива следующая теорема. 

Теорема. Чтобы система (2) имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы 

определитель матрицы системы равен нулю.  

Доказательство.  

Необходимость 

Заметим, что матрица системы квадратная, и у нее существует определитель. Докажем, что этот 

определитель должен быть равен нулю, от противного. Пусть это не так. Тогда система (2) 

крамеровского типа, а значит имеет единственное решение. Им может быть только нулевое 

решение. Что противоречит условию теоремы. 

Достаточность 

Если определитель матрицы системы 𝐴 равен нулю, то rank 𝐴 = 𝑟 < 𝑛, и мы имеем 𝑛 − 𝑟 ≥ 1 

свободных переменных, которые могут принимать любые, в том числе и отличные от нуля 

значения. 

 

5. Собственные числа и собственные векторы квадратной матрицы. 

Перейдем теперь к очень важному в последующих курсах математики понятию собственных 

чисел и собственных векторов. 

Определение 1. Ненулевой вектор-столбец 𝑋 называется собственным вектором квадратной 

матрицы 𝐴, если существует такое число 𝜆 ∈ ℝ, такое что 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋. Это число 𝜆 называется 

собственным числом матрицы 𝐴, а вектор 𝑋 − соответствующий ему собственный вектор. 

Замечание. Последнее равенство буквально означает, что результат умножения на матрицу 

можно заменить умножением на скаляр. 

Выведем условие, при котором число 𝜆 является собственным, и укажем способ для 

нахождения соответствующих собственных векторов. 

Рассмотрим эквивалентные матричные уравнения: 

𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 ⇔ 𝐴𝑋 = 𝜆𝐸𝑋 ⇔ 𝐴𝑋 − 𝜆𝐸𝑋 = 𝑂 ⇔ (𝐴 − 𝜆𝐸)𝑋 = 𝑂. 
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Здесь 𝐸 − единичная матрица, 𝑂 − нулевой столбец. Последнее равенство в этой цепочке суть 

ЛОС, матрица которой 𝐴 − 𝜆𝐸. Эта матрица квадратная, и поскольку нас интересуют ненулевые 

решения ЛОС, то они существуют в том и только в том случае, когда эта матрица имеет нулевой 

определитель.  

Определение 2. Уравнение det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 называется характеристическим уравнением для 

матрицы А.  

 Чтобы найти собственные числа матрицы А следует решить характеристическое 

уравнение. Это уравнение является алгебраическим уравнением степени n, где n – 

порядок матрицы А. 

 Для нахождения собственных векторов, отвечающих найденным собственным числам, 

необходимо решить ЛОС с нулевым определителем det(𝐴 − 𝜆𝐸) и выбрать ненулевые 

решения этой системы.  

   

Разработал доцент кафедры высшей математики М. В. Лагунова 


