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Учебные вопросы: 

 
1. Вычисление предела функции при помощи эквивалентных бесконечно малых функций. 
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Решение задач 
Приведём таблицу основных эквивалентных бесконечно малых функций (ЭБМФ), ко-
торую будем использовать в решении задач.  
 

Таблица ЭБМФ 
 

𝑢(𝑥) → 0
           ௫→௫బ

 

                                                                    

1. sin 𝑢 ~
௨→

𝑢 6. 𝑎௨ − 1 ~
௨→

𝑢 ⋅ 𝑙𝑛 𝑎 

2. tg 𝑢 ~
௨→

𝑢 6.* 𝑒௨ − 1 ~
௨→

𝑢 

3. arcsin 𝑢 ~
௨→

𝑢 7. log( 1 + 𝑢) ~
௨→

𝑢

ln 𝑎
 

4. arctg 𝑢 ~
௨→

𝑢 7.* ln( 1 + 𝑢) ~
௨→

𝑢 

5. 1 − cos 𝑢 ~
௨→

𝑢ଶ

2
 8. [(1 + 𝑢)ఓ − 1] ~

௨→
𝜇 ⋅ 𝑢 

 
𝑡(𝑥) → 1
          ௫→௫బ

 

 
 
 
 
 

 
 
Далее во всех задачах необходимо вычислить предел функции, используя таблицу 
ЭБМФ. 
 
    
 
  

Задача 1 

а) lim
௫→

ଽೣమ
ିଽషమೣయ

ୱ୧୬మ(ହ௫)
;
   

б) lim
௫→

ଶೣିହయೣ

୪(ଵିଷ௫)
.     

 

Решение. 
а) Проверяем, что имеет место неопределённость ቂ


ቃ.  

Следовательно, в числителе и знаменателе стоят бесконечно малые функции (БМФ).  
Поскольку 𝑥 = 0, для этих БМФ при помощи таблицы ЭБМФ надо написать одно-
член вида  С ⋅ (𝑥 − 𝑥)ఈ = С ⋅ (𝑥 − 0)ఈ = 𝐶 ⋅ 𝑥ఈ .  
Напишем ЭБМФ для числителя: 

9௫మ
− 9ିଶ௫య

= 9ିଶ௫య
⋅ ቆ

9௫మ

9ିଶ௫య − 1ቇ ~
௫→

1 ⋅ ൫9௫మ
⋅ 9ଶ௫య

− 1൯ = 

9. log 𝑡 ~
௧→ଵ

𝑡 − 1

ln 𝑎
 9.* ln 𝑡 ~

௧→ଵ
𝑡 − 1 

10. 𝑡ఓ − 1 ~
௧→ଵ

𝜇 ⋅ (𝑡 − 1)   

Неопределённость 
0

0
൨ при 𝑥 → 0 
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= 9௫మାଶ௫య
− 1 ~

௫→
(𝑥ଶ + 2𝑥ଷ) ln 9 = 𝑥ଶ ⋅ (1 + 2𝑥) ln 9 ~

௫→
𝑥ଶ ln 9 . 

 

Применили формулу 6 для 𝑢(𝑥) = (𝑥ଶ + 2𝑥ଷ) →
௫→

0.  

Кроме того, применили теорему о произведении бесконечно малой функции на огра-
ниченную функцию. А именно, под знаком эквивалентности, как и под знаком пре-
дела, сомножитель, который не является бесконечно малым, заменяется на его пре-
дельное значение в этом предельном переходе, т. е. на предел этой ограниченной 
функции в этой точке. 
В этом примере 𝑥ଶ

 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 0, а второй сомножитель 
(1 + 2𝑥) →

௫→
1. Поэтому 𝑥ଶ ⋅ (1 + 2𝑥) ~

௫→
𝑥ଶ ⋅ 1 = 𝑥ଶ.

 
Аналогично для сомножителя 

9ିଶ௫య
→

௫→
1.   

Напишем ЭБМФ для знаменателя: 
sinଶ( 5𝑥) = (sin 5 𝑥) ⋅ (sin 5 𝑥) ~

௫→
(5𝑥)ଶ = 25𝑥ଶ.  

Применили ф.1 для 𝑢(𝑥) = 5𝑥 →
௫→

0. 

⇒ lim
௫→

9௫మ
− 9ିଶ௫య

sinଶ( 5𝑥)
= lim

௫→

𝑥ଶ ln 9

25𝑥ଶ
=

ln 9

25
. 

б) lim
௫→

ଶೣିହయೣ

୪(ଵିଷ௫)
= ቂ




ቃ.  

2௫ − 5ଷ௫ = 5ଷ௫ ⋅ ൬
2௫

5ଷ௫
− 1൰ ~

௫→
1 ⋅ (2௫ ⋅ 5ିଷ௫ − 1) = 𝑒௫ ୪୬ ଶ ⋅ 𝑒ିଷ௫ ୪୬ ହ − 1 = 

= 𝑒௫ ୪୬ ଶିଷ௫ ୪୬ ହ − 1 ~
௫→

𝑥 ln 2 − 3𝑥 ln 5 = 𝑥 ⋅ (ln 2 − 3 ln 5) = 𝑥 ln ൬
2

125
൰ . 

Применили тождество 𝑢௩ = 𝑒௩⋅ ௨ и ф.6* для  𝑢(𝑥) = (𝑥 ln 2 − 3𝑥 ln 5) →
௫→

0. 
lg( 1 − 3𝑥) = lg( 1 + (−3𝑥)) ~

௫→

(ିଷ௫)

୪୬ ଵ
. Применили ф.7 для  𝑢(𝑥) = −3𝑥 →

௫→
0. 

⇒ lim
௫→

2௫ − 5ଷ௫

lg( 1 − 3𝑥)
= lim

௫→

𝑥 ln ቀ
2

125
ቁ

(−3𝑥)
ln 1 0

= −
1

3
ln ൬

2

125
൰ ⋅ ln 10 = ln ൬

5

√2
య ൰ ⋅ ln 10. 

Далее будем указывать только номер применяемой формулы. 
 
Задача 2 

а) lim
௫→

ୡ୭ୱ ௫ିୡ୭ୱହ ௫

ୱ୧୬మ( √௫రయ
)

;
   

б) lim
௫→

୲ ଷ௫ିୱ୧୬ ଷ௫

ୟ୰ୡୡ୲ହ௫⋅ୟ୰ୡୱ୧୬ ଶ௫
;    в) lim

௫→

௫మ⋅୪୬( ୡ୭ୱ ସ௫)

ୡ୭ୱ ହ௫⋅ୟ୰ୡ୲ర(ଶ௫)
. 

Решение. 

а) lim
௫→

ୡ୭ୱ ௫ିୡ୭ୱହ ௫

ୱ୧୬మ( √௫రయ
)

= ቂ



ቃ.  

cos 𝑥 − cos 5𝑥 = −2 sin 3 𝑥 sin(−2 𝑥) ~
௫→

12𝑥ଶ. (ф.1).  

sinଶ(√𝑥ସయ
) ~

௫→
(√𝑥ସయ

)ଶ = 𝑥
଼

ଷൗ . (ф.1). 

Использовали формулу cos 𝛼 − cos 𝛽 = −2 sin
ఈାఉ

ଶ
sin

ఈିఉ

ଶ
.  

⇒ lim
௫→

cos 𝑥 − cos5 𝑥

sinଶ(√𝑥ସయ
)

= lim
௫→

12𝑥ଶ

𝑥
଼

ଷൗ
= 12lim

௫→

1

𝑥
ଶ

ଷൗ
= ฯ12 ൬

1

(+0)
൰ = 12 ⋅ (+∞)ฯ = +∞. 
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б) lim
௫→

୲ ଷ௫ିୱ୧୬ ଷ௫

ୟ୰ୡୡ୲ ହ௫⋅ୟ୰ୡୱ୧୬ ଶ௫
= ቂ




ቃ.

 tg 3𝑥 − sin 3 𝑥 = sin 3 𝑥 ⋅ ቀ
ଵ

ୡ୭ୱ ଷ௫
− 1ቁ = sin 3 𝑥 ⋅

ଵିୡ୭ୱ ଷ௫

ୡ୭ୱ ଷ௫
~

௫→
3𝑥 ⋅

(యೣ)మ

మ

ଵ
=

ଶ

ଶ
𝑥ଷ. (ф.1, ф.5). 

arcctg 5𝑥 ⋅ arcsin 2 𝑥 ~
௫→

గ

ଶ
⋅ 2𝑥 = 𝜋𝑥. (ф.3). 

⇒ lim
௫→

tg 3𝑥 − sin 3 𝑥

arcctg5𝑥 ⋅ arcsin 2 𝑥
= lim

௫→

27𝑥ଷ

2𝜋𝑥
=

27

2𝜋
lim
௫→

𝑥ଶ = 0. 

в) lim
௫→

௫మ⋅୪୬( ୡ୭ୱ ସ௫)

ୡ୭ୱ ହ௫⋅ୟ୰ୡ୲ర(ଶ௫)
= ቂ




ቃ.

 
ln( cos 4 𝑥) ~

௫→
(cos 4 𝑥 − 1) ~

௫→
− 8𝑥ଶ. (ф.9* и ф.5). 

cos 5 𝑥 ⋅ arctgସ(2𝑥) ~
௫→

1 ⋅ (2𝑥)ସ = 16𝑥ସ. (ф.4). 

⇒ lim
௫→

𝑥ଶ ⋅ ln( cos 4 𝑥)

cos 5 𝑥 ⋅ arctgସ(2𝑥)
= lim

௫→

𝑥ଶ ⋅ (−8𝑥ଶ)

16𝑥ସ
= −

1

2
. 

 
Задача 3 

а) lim
௫→

√ଵାଶ௫
భబ

ି √ଵି௫మభబ

√ସିଷ௫
య

ିସ
;
   

б) lim
௫→

୪୬ ୲ቀ
ഏ

ర
ାଶ௫మቁ

ඥୡ୭ୱ(ଷ య)
భఱ

ିଵ
;   в) lim

௫→

୪୬భబ(௫రାଶ)ି୪୬భబ(ହ௫ఱାଶ)

ୱ୧୬(୲ ଷ௫య)
.  

Решение. 

а) lim
௫→

√ଵାଶ௫
భబ

ି √ଵି௫మభబ

√ସିଷ௫
య

ିସ
= ቂ




ቃ.  

√16 + 2𝑥
భబ

− ඥ16 − 𝑥ଶభబ
= ඥ16 − 𝑥ଶభబ

⋅ ൬
16 + 2𝑥

16 − 𝑥ଶ
൰

ଵ
ଵൗ

− 1൩ ~
௫→

√16
భబ

⋅
1

10
൬

16 + 2𝑥

16 − 𝑥ଶ
൰ − 1൨ = 

=
√16

భబ

10
⋅

2𝑥 + 𝑥ଶ

16 − 𝑥ଶ
~

௫→

√16
భబ

10
⋅

𝑥 ⋅ (2 + 𝑥)

16
~

௫→

√16
భబ

10
⋅

𝑥 ⋅ 2

16
=

√16
భబ

16 ⋅ 5
𝑥. 

Применили ф.10 для 𝑡(𝑥) = ቀ
ଵାଶ௫

ଵି௫మቁ →
௫→

1.  

√64 − 3𝑥
య

− 4 = 4 ⋅ ቈቀ
ସିଷ௫

ସ
ቁ

ଵ
ଷൗ

− 1 ~
௫→

4 ⋅
ଵ

ଷ
ቂቀ

ସିଷ௫

ସ
ቁ − 1ቃ =

ସ

ଷ
⋅

ିଷ௫

ସ
= −

௫

ଵ
. (ф.10). 

⇒ lim
௫→

√16 + 2𝑥
భబ

− √16 − 𝑥ଶభబ

√64 − 3𝑥
య

− 4
= lim

௫→

√16
భబ

16 ⋅ 5
𝑥

ቀ−
𝑥

16ቁ
= −

√4
ఱ

5
. 

б) lim
௫→

୪୬ ୲ቀ
ഏ

ర
ାଶ௫మቁ

ඥୡ୭ୱ(ଷ య)
భఱ

ିଵ
= ቂ




ቃ. 

ln tg ቀ
గ

ସ
+ 2𝑥ଶቁ ~

௫→
tg ቀ

గ

ସ
+ 2𝑥ଶቁ − 1 = tg ቀ

గ

ସ
+ 2𝑥ଶቁ − tg

గ

ସ
=

ୱ୧୬ቀ
ഏ

ర
ାଶ௫మି

ഏ

ర
ቁ

ୡ୭ୱቀ
ഏ

ర
ାଶ௫మቁ⋅ୡ୭ୱ

ഏ

ర

~
௫→

ଶ௫మ

ୡ୭ୱమቀ
ഏ

ర
ቁ

= 4𝑥ଶ.

  Применили формулу  tg 𝛼 − tg 𝛽 =
ୱ୧୬(ఈିఉ)

ୡ୭ୱ ఈ⋅ୡ୭ୱ ఉ
      

и ф.9*, ф.1.   

ඥcos(30𝑥ଷ)
భఱ

− 1 = ቂ(cos(30𝑥ଷ))
ଵ

ଵହൗ − 1ቃ ~
௫→

ଵ

ଵହ
(cos(30𝑥ଷ) − 1) ~

௫→
−

(ଷ௫య)మ

ଷ
= −30𝑥. 

(ф.10, ф.5). 

⇒ lim
௫→

ln tg ቀ
𝜋
4

+ 2𝑥ଶቁ

ඥcos(30𝑥ଷ)
భఱ

− 1
= lim

௫→

4𝑥ଶ

−30𝑥
= −lim

௫→

2

15𝑥ସ
= − ฯ

2

+0
ฯ = −∞. 
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в) lim
௫→

୪୬భబ(௫రାଶ)ି୪ భబ(ହ௫ఱାଶ)

ୱ୧୬(୲ ଷ௫య)
= ቂ




ቃ. 

lnଵ( 𝑥ସ + 2) − lnଵ( 5𝑥ହ + 2) = lnଵ( 5𝑥ହ + 2) ⋅ ቆ
ln( 𝑥ସ + 2)

ln( 5𝑥ହ + 2)
ቇ

ଵ

− 1൩ ~
௫→

 

~
௫→

lnଵ 2 ⋅ 10 ቆ
ln( 𝑥ସ + 2)

ln( 5𝑥ହ + 2)
− 1ቇ = 10 lnଵ 2 ⋅

ln( 𝑥ସ + 2) − ln( 5𝑥ହ + 2)

ln( 5𝑥ହ + 2)
~

௫→
 

~
௫→

10 lnଵ 2 ⋅
ln( 𝑥ସ + 2) − ln( 5𝑥ହ + 2)

ln 2
~

௫→
10 lnଵ 2 ⋅

ln( 𝑥ସ + 2) − ln( 5𝑥ହ + 2)

ln 2
= 

= 10 lnଽ 2 ⋅ ln
𝑥ସ + 2

5𝑥ହ + 2
~

௫→
10 lnଽ 2 ⋅ ቆ

𝑥ସ + 2

5𝑥ହ + 2
− 1ቇ = 10 lnଽ 2 ⋅ ቆ

𝑥ସ − 5𝑥ହ

5𝑥ହ + 2
ቇ ~

௫→
 

= 10 lnଽ 2 ⋅ ቆ
𝑥ସ − 5𝑥ହ

5𝑥ହ + 2
ቇ ~

௫→
10 lnଽ 2 ⋅

𝑥ସ(1 − 5𝑥)

2
~

௫→
5 lnଽ 2 ⋅ 𝑥ସ.

 
Применили ф.10 и ф.9*, а также свойство логарифмов ln 𝑀 − ln 𝑁 = ln

ெ

ே
.   

sin( tg 3𝑥ଷ) ~
௫→

tg 3𝑥ଷ ~
௫→

3𝑥ଷ.
 
(ф.1, ф.2). 

⇒ lim
௫→

lnଵ( 𝑥ସ + 2) − lnଵ( 5𝑥ହ + 2)

sin( tg 3𝑥ଷ)
= lim

௫→

5 lnଽ 2 ⋅ 𝑥ସ

3𝑥ଷ
= lim

௫→

5 lnଽ 2 ⋅ 𝑥

3
= 0. 

 

 
 
 
  
Задача 4 

а) lim
௫→ଶ

ଷೣమ
ି଼ଵ

√௫మା
ఱ

ି √ଽାସ௫షభఱ ;
   

б) lim
௫→ଵ

ୱ୧୬ ହగ௫

ୡ୲
ഏೣ

మ

;   в) lim
௫→ଷ

୪୬(ଵିଷ௫)

యೣିೣమ .  

Решение. 

а) Проверяем, что имеет место неопределённость ቂ



ቃ.  

Значит, в числителе и знаменателе стоят БМФ. Поскольку 𝑥 = 2, для этих БМФ при 
помощи таблицы ЭБМФ следует  написать одночлен вида  𝐶(𝑥 − 𝑥)ఈ = 𝐶(𝑥 − 2)ఈ .  
3௫మ

− 81 = 81൫3௫మିସ − 1൯ ~
௫→ଶ

81(𝑥ଶ − 4) ln 3 = 81(𝑥 − 2)(𝑥 + 2) ln 3 ~
௫→ଶ

81(𝑥 − 2)4 ln 3.  

Применили ф.6 для  𝑢(𝑥) = (𝑥ଶ − 4) →
௫→ଶ

0.  

ඥ𝑥ଶ + 7
ఱ

− ඥ9 + 4𝑥ିଵఱ
= ඥ9 + 4𝑥ିଵఱ

ቆ
𝑥ଶ + 7

9 + 4𝑥ିଵ
ቇ

ଵ
ହൗ

− 1 ~
௫→ଶ

√11
ఱ

⋅
1

5
ቆ

𝑥ଶ + 7

9 + 4𝑥ିଵ
− 1ቇ = 

=
√11
ఱ

5
⋅

𝑥ଶ + 7 − 9 − 4𝑥ିଵ

9 + 4𝑥ିଵ
~

௫→ଶ

√11
ఱ

5
⋅

𝑥ଷ − 2𝑥 − 4

11𝑥
~

௫→ଶ

√11
ఱ

5 ⋅ 22
(𝑥ଷ − 2𝑥 − 4) = 

=
√ଵଵ
ఱ

ହ⋅ଶଶ
(𝑥 − 2)(𝑥ଶ + 2𝑥 + 2) ~

௫→ଶ

√ଵଵ
ఱ

ହ⋅ଶଶ
(𝑥 − 2) ⋅ 10 =

√ଵଵ
ఱ

ଵଵ
(𝑥 − 2).  

Применили ф.10 для 𝑡(𝑥) = ቀ
௫మା

ଽାସ௫షభቁ →
௫→ଶ

1. 

⇒ lim
௫→ଶ

ଷೣమ
ି଼ଵ

√௫మା
ఱ

ି √ଽାସ௫షభఱ = lim
௫→ଶ

଼ଵ(௫ିଶ)ସ ୪୬ ଷ

ቆ
√భభ

ఱ

భభ
(௫ିଶ)ቇ

= 324√11ସఱ
ln 3.  

Неопределённость 
0

0
൨  при 𝑥 → 𝑥, 𝑥 ≠ 0, |𝑥| < +∞. 
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б) lim
௫→ଵ

ୱ୧୬ ହగ௫

ୡ୲ 
ഏೣ

మ

= ቂ



ቃ.  

sin 5 𝜋𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 5 𝜋[(𝑥 − 1) + 1] = 𝑠𝑖𝑛[5𝜋(𝑥 − 1) + 5𝜋] = − 𝑠𝑖𝑛 5 𝜋(𝑥 − 1) ~
௫→ଵ

−

5𝜋(𝑥 − 1). (ф.1). 

ctg
గ௫

ଶ
= ctg

గ

ଶ
[(𝑥 − 1) + 1] = ctg ቂ

గ

ଶ
(𝑥 − 1) +

గ

ଶ
ቃ = −tg

గ

ଶ
(𝑥 − 1) ~

௫→ଵ
−

గ

ଶ
(𝑥 − 1). (ф.2). 

⇒ lim
௫→ଵ

ୱ୧୬ ହగ௫

ୡ୲
ഏೣ

మ

= lim
௫→ଵ

ିହగ(௫ିଵ)

ି
ഏ

మ
(௫ିଵ)

= 10.

  Здесь применили тригонометрические формулы приведения. 

в) lim
௫→ଷ

୪୬(ଵିଷ௫)

యೣିೣమ = ቂ



ቃ.

 ln(10 − 3𝑥) ~
௫→ଷ

(10 − 3𝑥) − 1 = −3(𝑥 − 3). (ф.9*). 

𝑒ଷ௫ − 𝑒௫మ
= 𝑒௫మ

൫𝑒ଷ௫ି௫మ
− 1൯ ~

௫→ଷ
𝑒ଽ ⋅ (3𝑥 − 𝑥ଶ) = 𝑒ଽ ⋅ 𝑥(3 − 𝑥) ~

௫→ଷ
− 𝑒ଽ ⋅ 3(𝑥 − 3) = 

= −3𝑒ଽ(𝑥 − 3). (ф.6*). 

⇒ lim
௫→ଷ

ln(10 − 3𝑥)

𝑒ଶ௫ − 𝑒
= 𝑙𝑖𝑚

௫→ଷ

−3(𝑥 − 3)

−3𝑒ଽ(𝑥 − 3)
=

1

𝑒ଽ
= 𝑒ିଽ. 

 
  
 
 
 

Для вычисления таких пределов используется тождество 𝑢௩ = 𝑒௩⋅ ௨.  
Поскольку  𝑢(𝑥) →

௫→௫బ

1, применима ф.9* :  ln 𝑢 ~
௫→௫బ

(𝑢 − 1).  

Поэтому lim
௫→௫బ

൫𝑢(𝑥)൯
௩(௫)

= [1∞] = lim
௫→௫బ

൛exp൫𝑣(𝑥) ⋅ ln 𝑢 (𝑥)൯ൟ = exp ൜ lim
௫→௫బ

(𝑣 ⋅ 𝑙𝑛 𝑢)ൠ = 

= exp ൜ lim
௫→௫బ

(𝑣 ⋅ (𝑢 − 1))ൠ. 

Или так:  lim
௫→௫బ

(𝑢(𝑥))௩(௫) = [1∞] = 𝑒,  𝐴 = lim
௫→௫బ

(𝑣 ⋅ ln 𝑢) = lim
௫→௫బ

(𝑣 ⋅ (𝑢 − 1)).
 

Задача 5 

а) lim
௫→

ቀ
ୡ୭ୱ ௫

ୡ୭ୱ ଶ
ቁ

ଵ/ ୪୬ ୡ୭ୱ ଶ௫
;
   

б) lim
௫→

ቀ
ଵା௫మ⋅ଶೣ

ଵା௫మ⋅ହೣቁ
௫షయ

;   в) lim
௫→

ഏ

ర

(ctg 9𝑥)୲ଶ௫.  

Решение. 

а)  lim
௫→

ቀ
ୡ୭ୱ ௫

ୡ୭ୱ ଶ௫
ቁ

ଵ/ ୪୬ ୡ୭ୱ
= [1∞] = 𝑒.

 

𝐴 = lim
௫→

ቀ
ଵ

୪୬ ୡ୭ୱ ଶ௫
⋅ ln ቀ

ୡ୭ୱ ௫

ୡ୭ୱ ଶ
ቁቁ = lim

௫→

୪୬ቀ
ౙ౩ ೣ

ౙ౩ మೣ
ቁ

୪୬ ୡ୭ୱ
= ቂ




ቃ = lim

௫→

ଷ௫మ

ଶ⋅(ିଶ௫మ)
= −

ଷ

ସ
.  

ln ቀ
cos 𝑥

cos 2 𝑥
ቁ ~

௫→
ቀ

cos 𝑥

cos 2 𝑥
ቁ − 1 =

cos 𝑥 − cos 2 𝑥

cos 2 𝑥
~

௫→
2 sin

3𝑥

2
sin

𝑥

2
~

௫→

3𝑥ଶ

2
. 

ln cos 2𝑥 ~
௫→

cos 2𝑥 − 1 ~
௫→

− 2𝑥ଶ.  

Применили ф.9* (дважды), ф.1 (дважды), ф.5. 

 ⇒ lim
௫→

ቀ
ୡ୭ୱ ௫

ୡ୭ୱ ଶ௫
ቁ

ଵ/ ୪୬ ୡ୭ୱ ଶ௫
= 𝑒 = 𝑒ିଷ

ସൗ .  

б) lim
௫→

ቀ
ଵା௫మ⋅ଶೣ

ଵା௫మ⋅ହೣቁ
௫షయ

= [1ஶ] = 𝑒. 

Неопределённость [1∞] в lim
௫→௫బ

(𝑢(𝑥))௩(௫) 
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𝐴 = lim
௫→

ቆ
1

𝑥ଷ
∙ ln ቆ

1 + 𝑥ଶ ∙ 2௫

1 + 𝑥ଶ ∙ 5௫
ቇቇ = lim

௫→

ln ൬
1 + 𝑥ଶ ∙ 2௫

1 + 𝑥ଶ ∙ 5௫൰

𝑥ଷ
= 

0

0
൨ = lim

௫→

𝑥ଷ ln
2
5

𝑥ଷ
= ln

2

5
. 

 

ln ቆ
1 + 𝑥ଶ ∙ 2௫

1 + 𝑥ଶ ∙ 5௫
ቇ ~

௫→
ቆ

1 + 𝑥ଶ ⋅ 2௫

1 + 𝑥ଶ ⋅ 5௫
ቇ − 1 ~

௫→

𝑥ଶ ⋅ 2௫ − 𝑥ଶ ⋅ 5௫

1
= 𝑥ଶ ⋅ 5௫ ቆ൬

2

5
൰

௫

− 1ቇ ~
௫→

 

~
௫→

𝑥ଶ ⋅ 𝑥 ln
2

5
= 𝑥ଷ ⋅ ln

2

5
. 

Применили ф.9*, ф.6. 

⇒ lim
௫→

ቀ
ଵା௫మ⋅ଶೣ

ଵା௫మ⋅ହೣቁ
௫షయ

= 1∞ = 𝑒 = 𝑒୪୬
మ

ఱ =
ଶ

ହ
.  

в) lim
௫→

ഏ

ర

(ctg 9𝑥)୲ ଶ௫ = [1∞] = еА.

  

𝐴 = lim
௫→

గ
ସ

(tg 2𝑥 ⋅ ln ctg 9𝑥) = [∞ ⋅ 0] = lim
௫→

గ
ସ

ln ctg 9𝑥

ctg 2𝑥
= 

0

0
൨ = lim

௫→
గ
ସ

−18 ቀ𝑥 −
𝜋
4ቁ

−2 ቀ𝑥 −
𝜋
4ቁ

= 9.

 

ln ctg 9𝑥 ~
௫→

ഏ

ర

ctg 9𝑥 − 1 = ctg 9𝑥 − ctg 
ଽగ

ସ
= −

ୱ୧୬ቀଽ௫ି
వഏ

ర
ቁ

ୱ୧୬ ଽ௫ ୱ୧୬
వഏ

ర

~
௫→

ഏ

ర

−
ቀଽ௫ି

వഏ

ర
ቁ

ୱ୧୬మቀ
వഏ

ర
ቁ

= −18 ቀ𝑥 −
గ

ସ
ቁ.

  Применили ф.9*, ф.1 и формулу ctg 𝛼 − ctg 𝛽 = −
ୱ୧୬  (ఈିఉ)

ୱ୧୬ ఈ⋅ୱ୧୬ ఉ
. 

ctg 2𝑥 = ctg ቀ2 ቀ𝑥 −
𝜋

4
ቁ +

𝜋

2
ቁ = −tg 2 ቀ𝑥 −

𝜋

4
ቁ ~

௫→
గ
ସ

− 2 ቀ𝑥 −
𝜋

4
ቁ.

 
⇒ lim

௫→
గ
ସ

(ctg 9𝑥)୲ଶ௫ = 1∞ = 𝑒 = 𝑒ଽ. 

 
 
  
  
  
  
 

В следующих задачах не будем указывать формулы таблицы ЭБМФ. 
Сделайте это самостоятельно. 
 
Задача 6 

а) lim
௫→

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ

భష √ೣ
ఴ

భషೣ
,  1) 𝑎 = 0, 2) 𝑎 = 1, 3) 𝑎 = +∞;

 

б) lim
௫→

ቀ
ୱ୧୬మ ଶ௫

√௫మାସ
భబ

ିଵ
ቁ

౨ౙ౩మೣ

౩ రೣమ

;   в) lim
௫→ଶ

ቆ
ଷೣିଽ

୪୬ቀଶାୡ୭ୱ
ഏೣ

మ
ቁ
ቇ

ఴషೣయ

ౢ(ఱషమೣ)

.  

Решение. 
а) 1) 𝑎 = 0. 

𝐴 = lim
௫→

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ =

ଵ

ଶ
,  𝐵 =lim

௫→

ଵି √௫
ఴ

ଵି௫
= 1 ⇒  lim

௫→
ቀ

ଵା௫

ଶା௫
ቁ

భష √ೣ
ఴ

భషೣ
= ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଵ
=

ଵ

ଶ
.  

2) 𝑎 = 1.  


∃ lim

௫→௫బ

𝑢(𝑥) = 𝐴,

∃ lim
௫→௫బ

𝑣(𝑥) = 𝐵,
൩ ⇒ ∃ lim

௫→௫బ

(𝑢(𝑥))௩(௫) = 𝐴 . 

(Исключаются неопределённости 1ஶ,  0, ∞. 
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𝐴 = lim
௫→ଵ

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ =

ଶ

ଷ
,  𝐵 =lim

௫→ଵ

ଵି √௫
ఴ

ଵି௫
= ቂ




ቃ = lim

௫→ଵ

ି
భ

ఴ
(௫ିଵ)

ି(௫ିଵ)
=

ଵ

଼
.
  

1 − √𝑥
ఴ

= −(𝑥
ଵ

଼ൗ − 1) ~
௫→ଵ

−
ଵ

଼
(𝑥 − 1).  

 ⇒ lim
௫→ଵ

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ

భష √ೣ
ఴ

భషೣ
= ቀ

ଶ

ଷ
ቁ

ଵ
଼ൗ

.  

3) 𝑎 = +∞. 

𝐴 = lim
௫→ାஶ

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ = ቂ

ஶ

ஶ
ቃ = lim

௫→ାஶ

௫

௫
= 1, 𝐵 = lim

௫→ାஶ

ଵି √௫
ఴ

ଵି௫
= ቂ

ஶ

ஶ
ቃ = lim

௫→ାஶ

ି √௫
ఴ

ି௫
= lim

௫→ାஶ

ଵ

௫
ళ

ఴൗ
= 0.  

⇒ lim
௫→ା∞

ቀ
ଵା௫

ଶା௫
ቁ

భష √ೣ
ఴ

భషೣ
= 1 = 1.  

б) 

𝐴 = lim
௫→

ቀ
ୱ୧୬మ ଶ௫

√௫మାସ
భబ

ିଵ
ቁ =



√ସ
భబ

ିଵ
= 0, В = lim

௫→

ୟ୰ୡୱ୧୬మ௫

ୱ୧୬ ସ௫మ
= ቂ




ቃ = lim

௫→

௫మ

ସ௫మ
=

ଵ

ସ
.  

 

Поскольку показатель степени есть корень чётной степени, необходимо определить 
знак нуля. 

sinଶ 2𝑥 ≥ 0, √4
భబ

> 1 ⇒    𝐴 = +0 ⇒ lim
௫→

ቆ
sinଶ 2 𝑥

√𝑥ଶ + 4
భబ

− 1
ቇ

ୟ୰ୡୱ୧୬మ௫
ୱ୧୬ ସ௫మ

= (+0)
ଵ

ସൗ = 0.
 

в)  

𝐴 = lim
௫→ଶ

ቌ
3௫ − 9

ln ቀ2 + cos
𝜋𝑥
2 ቁ

ቍ = 
0

0
൨ = lim

௫→ଶ

9 ln 3 (𝑥 − 2)

𝜋ଶ

8
(𝑥 − 2)ଶ

= lim
௫→ଶ

9 ln 3 ⋅ 8

𝜋ଶ(𝑥 − 2)
= ฯ

9 ln 3 ⋅ 8

𝜋ଶ ⋅ 0
ฯ = ∞.

 Здесь знак нуля может быть любым, поэтому этот предел равен бесконечности без 
знака. 
3௫ − 9 == 9(3௫ିଶ − 1) ~

௫→ଶ
9(𝑥 − 2) ln 3 = 9 ln 3 (𝑥 − 2).  

ln ቀ2 + cos
𝜋𝑥

2
ቁ ~

௫→ଶ
ቀ2 + cos

𝜋𝑥

2
ቁ − 1 = 1 + cos

𝜋𝑥

2
= 1 + cos ቂ

𝜋

2
(𝑥 − 2) + 𝜋ቃ = 

= 1 − cos
𝜋

2
(𝑥 − 2) ~

௫→ଶ

𝜋ଶ

8
(𝑥 − 2)ଶ. 

 𝐵 = lim
௫→ଶ

଼ି௫య

୪୬(ହିଶ௫)
= ቂ




ቃ = lim

௫→ଶ

ିଵଶ(௫ିଶ)

ିଶ(௫ିଶ)
= 6.  

8 − 𝑥ଷ = −8 ቀ
௫

ଶ
ቁ

ଷ
− 1൨ ~

௫→ଶ
− 8 ⋅ 3 ቀ

௫

ଶ
− 1ቁ = −12(𝑥 − 2).

  ln(5 − 2𝑥) ~
௫→ଶ

(5 − 2𝑥) − 1 = −2(𝑥 − 2). 

⇒ lim
௫→ଶ

ቌ
3௫ − 9

ln ቀ2 + cos
𝜋𝑥
2 ቁ

ቍ

଼ି௫య

୪୬(ହିଶ௫)

= (∞) = +∞. 

 

Далее покажем, что вычисление пределов последовательностей, которые мы рассмат-
ривали раньше, становится по таблице ЭБМФ в некотором смысле проще. Более того, 
в пределах последовательностей мы делали задачи только с квадратными и кубиче-
скими корнями, для которых применимы формулы сокращённого умножения. 
Но формулы 8 и 10 таблицы ЭБМФ позволяет решать такие задачи с любым 
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показателем степени, т. е. таблица ЭБМФ расширяет возможности вычисления преде-
лов. 
 
Задача 7 
а) lim

→ஶ
൫√5𝑛 − 2𝑛ହ + 4

య
− √5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛

య
൯;

    
б) lim

→ஶ
൫√9𝑛ଵ + 6𝑛଼ − 1

ఱ
+ √5𝑛଼ + 𝑛 − 9𝑛ଵఱ

൯;    

в) lim
→∞

ቀ
ହమିଽ

ହమିଶାଶ
ቁ

యయషభ

శభ
.  

Решение. 
а) 

 
ඥ5𝑛 − 2𝑛ହ + 4
య

− ඥ5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛
య

= [∞ − ∞] = 

= ඥ5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛
య

⋅ ቌඨ
5𝑛 − 2𝑛ହ + 4

5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛

య

− 1ቍ ~
→∞

ඥ5𝑛య
⋅

1

3
ቆ

5𝑛 − 2𝑛ହ + 4

5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛
− 1ቇ = 

=
√5𝑛య

3
⋅

−6𝑛 − 2𝑛ହ + 3𝑛 + 4

5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛
~

→∞

√5𝑛య

3
⋅

−6𝑛

5𝑛
= −

2√5
య

5
𝑛

ସ
ଷൗ . 

⇒ lim
→∞

ቀඥ5𝑛 − 2𝑛ହ + 4
య

− ඥ5𝑛 + 6𝑛 − 3𝑛
య

ቁ = −
2√5

య

5
lim
→∞

𝑛
ସ

ଷൗ = −∞. 

б) 

ඥ9𝑛ଵ + 6𝑛଼ − 1
ఱ

− ඥ9𝑛ଵ − 5𝑛଼ − 𝑛
ఱ

= [∞ − ∞] = 

= ඥ9𝑛ଵ − 5𝑛଼ − 𝑛
ఱ

⋅ ቌඨ
9𝑛ଵ + 6𝑛଼ − 1

9𝑛ଵ − 5𝑛଼ − 𝑛

ఱ

− 1ቍ ~
→∞

ඥ9𝑛ଵఱ
⋅

1

5
ቆ

9𝑛ଵ + 6𝑛଼ − 1

9𝑛ଵ − 5𝑛଼ − 𝑛
− 1ቇ = 

=
√9
ఱ

𝑛ଶ

5
⋅

11𝑛଼ + 𝑛 − 1

9𝑛ଵ − 5𝑛଼ − 𝑛
~

→∞

√9
ఱ

𝑛ଶ

5
⋅

11𝑛଼

9𝑛ଵ
. 

⇒ lim
→∞

ቀඥ9𝑛ଵ + 6𝑛଼ − 1
ఱ

+ ඥ5𝑛଼ + 𝑛 − 9𝑛ଵఱ
ቁ = lim

→∞
ቆ

√9
ఱ

𝑛ଶ

5
⋅

11𝑛଼

9𝑛ଵ
ቇ =

11

5 ⋅ √9ସఱ . 

в)  

lim
→ஶ

ቀ
ହమିଽ

ହమିଶାଶ
ቁ

యయషభ

శభ
= [1ஶ] = 𝑒.  

𝐴 = lim
→ஶ

ቆ
3𝑛ଷ − 1

𝑛 + 1
⋅ 𝑙𝑛

5𝑛ଶ − 9

5𝑛ଶ − 2𝑛 + 2
ቇ = lim

→ஶ

3𝑛ଷ

𝑛
⋅ ቆ

5𝑛ଶ − 9

5𝑛ଶ − 2𝑛 + 2
− 1ቇ = 

= lim
→ஶ

3𝑛ଶ ⋅ (2𝑛 − 11)

5𝑛ଶ − 2𝑛 + 2
= lim

→ஶ

6𝑛ଷ

5𝑛ଶ
=

6

5
lim

→ஶ
𝑛 = +∞. 

 

⇒ lim
→∞

ቆ
5𝑛ଶ − 9

5𝑛ଶ − 2𝑛 + 2
ቇ

ଷయିଵ
ାଵ

= 𝑒 = ‖𝑒ା∞‖ = +∞. 

 
 

Разработал старший преподаватель кафедры высшей математики Н. В. Петрова. 


