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Учебные вопросы: 

 
1. Определение непрерывности функции. 
2. Разрывы функции и их классификация. 
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Решение задач 
Замечание. Прежде чем переходить к решению задач стоит ознакомиться с лекцией 17 «Непрерыв-
ность функции».  
 

Задача 1 
Доказать непрерывность функции в указанной точке. 
а) 𝑓(𝑥) = 6𝑥ଶ + 1, 𝑥଴ = 1;  б) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, ∀𝑥଴ ∈ ℝ;  в) 𝑓(𝑥) = √𝑥

ఱ
, ∀𝑥଴ ∈ ℝ. 

Решение. 
а) По определению непрерывности функции в точке надо доказать, что 
lim

௫→௫బ

𝑓(𝑥) =  𝑓(𝑥଴),  т. е. lim
௫→ଵ

(6𝑥ଶ + 1) =  7. 

Запишем определение по Коши и докажем по этому определению: 
∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝜀) > 0:  |𝑥 − 1| < 𝛿(𝜀) ⇒ |(6𝑥ଶ + 1) − 7| < 𝜀. 
Пусть 𝜀 > 0 – произвольное число. 
|(6𝑥ଶ + 1) − 7| = |6𝑥ଶ − 6| = 6|𝑥ଶ − 1| = 6(|𝑥 − 1|ଶ + 2|𝑥 − 1|) < 6(𝛿ଶ + 2𝛿) = 𝜀. 

Тогда  ∃𝛿(𝜀) = −1 + ට1 +
ఌ

଺
 > 0, такое что выполняется 

|𝑥 − 1| < 𝛿(𝜀) ⇒ |(6𝑥ଶ + 1) − 7| < 𝜀.  
Следовательно, функция в этой точке непрерывна. 
б) Аналогично, 

|sin 𝑥 −  sin𝑥଴| = 2 ฬsin 
𝑥 − 𝑥଴

2
cos

𝑥 + 𝑥଴

2
ฬ ≤ 2 ቚ

𝑥 − 𝑥଴

2
ቚ ∙ 1 = |𝑥 − 𝑥଴| < 𝛿 = 𝜀. 

Тогда  ∃𝛿(𝜀) = 𝜀 > 0, такое что выполняется 
|𝑥 − 𝑥଴| < 𝛿(𝜀) ⇒ |sin 𝑥 −  sin𝑥଴| < 𝜀.  
Следовательно, функция в этой точке непрерывна. 
в) Здесь воспользуемся необходимым и достаточным условием непрерывности функ-
ции в точке, а именно  
𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥଴ ⇔ lim

∆௫→଴
∆𝑓(𝑥଴) = 0. 

Составим и посчитаем предел, используя ЭБМФ: 

lim
∆௫→଴

∆𝑓(𝑥଴) = lim
∆௫→଴

൫ඥ𝑥଴ + ∆𝑥ఱ − ඥ𝑥଴
ఱ ൯ = ‖(∗)‖ = lim

∆௫→଴
ቆ

ඥ𝑥଴
ఱ

5
∙

∆𝑥

𝑥଴
ቇ = 0. 

‖(∗)‖:  ቀ ඥ𝑥0 + ∆𝑥
5

− ඥ𝑥0
5 ቁ = ඥ𝑥0

5 ቌඨ
𝑥0 + ∆𝑥

𝑥0

ఱ

− 1ቍ ~
∆𝑥→0

ඥ𝑥0
5

5
 ቆ

𝑥0 + ∆𝑥
𝑥0

− 1ቇ =
ඥ𝑥0
5

5
∙
∆𝑥
𝑥0

. 

Следовательно, функция в этой точке непрерывна. 
 
Задача 2 
Функция определена в окрестности точки 𝑥଴, кроме самой точки 𝑥଴.  
Доопределить функцию 𝑓(𝑥), задав 𝑓(𝑥଴) так, чтобы получившаяся функция была  
непрерывной в точке  𝑥଴.   

а) 𝑓(𝑥) =
௫మିଵ

௫ାଵ
, 𝑥଴ = −1;  б) 𝑓(𝑥) = 𝑥ctg 𝑥, 𝑥଴ = 0;  в) 𝑓(𝑥) =

ଵିୡ୭ୱ

௫మ
, 𝑥଴ = 0. 

Решение. 
а) По определению непрерывности функции в точке должно выполняться условие 
lim

௫→௫బ

𝑓(𝑥) =  𝑓(𝑥଴).   

Посчитаем предел и доопределим функцию в точке 𝑥଴ = −1. 
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lim
௫→ିଵ

𝑥ଶ − 1

𝑥 + 1
= lim

௫→ିଵ

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
= lim

௫→ିଵ
(𝑥 − 1) = −2  ⇒  𝑓(−1) ≔ −2.  

Следовательно, функция  

𝑓(𝑥) = ቊ
௫మିଵ

௫ାଵ
,   𝑥 ≠ −1,

−2,   𝑥 = −1.

   является непрерывной в точке 𝑥଴ = −1. 

б) Аналогично,  

lim
௫→଴

𝑥ctg𝑥 = lim
௫→଴

𝑥

tg𝑥
= ቛtg𝑥 ~

௫→଴
  𝑥ቛ = lim

௫→଴

𝑥

𝑥
= 1  ⇒  𝑓(0) ≔ 1. 

Следовательно, функция  

𝑓(𝑥) = ൜
𝑥ctg𝑥,   𝑥 ≠ 0,

1,   𝑥 = 0.
   является непрерывной в точке 𝑥଴ = 0. 

в) Аналогично,  

lim
௫→଴

1 − cos𝑥

𝑥ଶ
= ብ1 − cos𝑥 ~

௫→଴
  

𝑥ଶ

2
ብ = lim

௫→଴

𝑥ଶ

2𝑥ଶ
=

1

2
 ⇒  𝑓(0) ≔

1

2
. 

Следовательно, функция  

𝑓(𝑥) = ቐ

ଵିୡ୭ୱ௫

௫మ
,   𝑥 ≠ 0,

ଵ

ଶ
,   𝑥 = 0.

   является непрерывной в точке 𝑥଴ = 0. 

 
Задача 3 
Доказать, что функция 𝑓(𝑥), не является непрерывной в точке 𝑥଴. Определить характер 
разрыва. 

а) 𝑓(𝑥) = ൜
𝑥 + 2,   𝑥 > 1,

2𝑥ଶ,   𝑥 ≤ 1.
    𝑥଴ = 1;  б) 𝑓(𝑥) = ቊ

ଵ

(௫ାଷ)మ
,   𝑥 < −3,

1,   𝑥 ≥ −3.

  , 𝑥଴ = −3.   

Решение. 
Здесь требуется проверять критерий непрерывности: 
𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥଴ ⇔ 𝑓(𝑥଴ − 0) = 𝑓(𝑥଴) = 𝑓(𝑥଴ + 0). 
а) Значение функции в заданной точке совпадает с левосторонним пределом функции 
в точке, а именно 
𝑓(1 − 0) = lim

௫→ଵି଴
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଵି଴
2𝑥ଶ =  2 = 𝑓(1).   

Посчитаем правосторонний предел: 
𝑓(1 + 0) = lim

௫→ଵା଴
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଵା଴
(𝑥 + 2) =  3 ≠ 𝑓(1)  и   𝑓(1 + 0) ≠ 𝑓(1 − 0), 

При этом оба односторонних предела существуют и конечны. Следовательно, функция 
терпит разрыв 1-го рода, скачок равен 𝑓(1 + 0) − 𝑓(1 − 0) = 3 − 2 = 1. 
б) Аналогично, 

𝑓(−3 − 0) = lim
௫→ିଷି଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→ିଷି଴

1

(𝑥 + 3)ଶ
= ฯ

1

(−0)ଶ
ฯ = +∞. 

Функция в этой точке терпит разрыв 2-го рода. 
 
Задача 4 
Установить, существуют или не существуют значения  а  и  b, при которых функция 
𝑓(𝑥) непрерывна на своей области определения. 
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а) 𝑓(𝑥) = ቊ
𝑥sin ቀ

ଵ

௫
ቁ ,   𝑥 ≠ 0,

𝑎,   𝑥 = 0;
    б) 𝑓(𝑥) = ቐ

(௫ିଵ)మ

௫మିଵ
, |𝑥| ≠ 1,

𝑎,   𝑥 = −1,
𝑏,     𝑥 = 1;

    

в) 𝑓(𝑥) = ൞

௫ୡ୭ୱቀ
ೣ

మ
ቁ

ୱ୧୬௫
, 𝑥 ∈ ቂ−

గ

ଶ
;  

ଷగ

ଶ
ቃ ,

𝑎,    𝑥 = 0,
𝑏,     𝑥 = 𝜋.

  

Решение. 
Здесь требуется проверять критерий непрерывности во всех «проблемных» точках,  
т. е. в точках, где функция меняет своё аналитическое представление. 
а) Здесь только одна такая точка: 

𝑓(0 − 0) ≡ 𝑓(0 + 0) = lim
௫→଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴

𝑥sin ൬
1

𝑥
൰ = ‖(∗)‖ = 0;   𝑓(0) = 𝑎.   

ฯ(∗):   sin ൬
1

𝑥
൰ − ограничена всюду,  а  𝑥 → 0 ⇒ 𝑥 ∙ sin ൬

1

𝑥
൰ → 0ฯ 

Для непрерывности требуется соблюдение условия 𝑓(0) = lim
௫→଴

𝑓(𝑥) ⇒ 𝑎 = 0. 

Следовательно, существует значение 𝑎 = 0, при котором функция 𝑓(𝑥) непрерывна на 
своей области определения. 
б) Здесь две точки: 𝑥 = ±1. 
1) 𝑥 = 1 ⇒ 𝑓(1) = 𝑏. 

𝑓(1 − 0) ≡ 𝑓(1 + 0) = lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵ

(𝑥 − 1)ଶ

𝑥ଶ − 1
= lim

௫→ଵ

(𝑥 − 1)

𝑥 + 1
= 0 ⇒ 0 = 𝑓(1) = 𝑏 .   

Следовательно, существует значение 𝑏 = 0, при котором функция 𝑓(𝑥) будет непре-
рывна в точке 𝑥 = 1. 
2) 𝑥 = −1 ⇒ 𝑓(−1) = 𝑎. 

𝑓(−1 − 0) = lim
௫→ିଵି଴

(𝑥 − 1)ଶ

𝑥ଶ − 1
= lim

௫→ିଵି଴

(𝑥 − 1)

𝑥 + 1
= ฯ

−2

−0
ฯ = +∞.   

Следовательно, не существует конечное значение 𝑎, при котором функция 𝑓(𝑥) будет 
непрерывна в точке 𝑥 = −1. 
Таким образом, не существуют такие значения  а  и  b, при которых функция 𝑓(𝑥) не-
прерывна на своей области определения. 
в) Здесь две точки: 𝑥 = 0  и  𝑥 = 𝜋. 
1) 𝑥 = 0 ⇒ 𝑓(0) = 𝑎. 

𝑓(1 − 0) ≡ 𝑓(1 + 0) = lim
௫→଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴

𝑥cos ቀ
𝑥
2ቁ

sin𝑥
= lim

௫→଴

𝑥 ∙ 1

𝑥
= 1 ⇒ 1 = 𝑓(0) = 𝑎 .   

Следовательно, существует значение 𝑎 = 0, при котором функция 𝑓(𝑥) будет непре-
рывна в точке 𝑥 = 0. 
2) 𝑥 = 𝜋 ⇒ 𝑓(𝜋) = 𝑏. 

𝑓(𝜋 − 0) ≡ 𝑓(𝜋 + 0) = lim
௫→గ

𝑥cos ቀ
𝑥
2ቁ

sin𝑥
= 𝜋lim

௫→గ

cos ቀ
𝑥
2ቁ

sin𝑥
= ‖(∗)‖ =

𝜋

2
 ⇒

𝜋

2
= 𝑓(𝜋) = 𝑏.   

‖(∗)‖:  cos ൬
𝑥
2

൰ = cos ൤൬
𝑥 − 𝜋

2
൰ +

𝜋
2

൨ = −sin ൬
𝑥 − 𝜋

2
൰ ~

𝑥→𝜋
− ൬

𝑥 − 𝜋
2

൰ ;  

sin𝑥 = − sin(𝑥 − 𝜋) ~
௫→గ

− (𝑥 − 𝜋). 
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Следовательно, существует значение 𝑏 =
గ

ଶ
, при котором функция 𝑓(𝑥) будет непре-

рывна в точке 𝑥 = 𝜋. 
Таким образом, существуют 𝑎 = 1  и  𝑏 =

గ

ଶ
 , при которых функция 𝑓(𝑥) непрерывна 

на своей области определения. 
 
Задача 5 
Найти все точки разрыва функции 𝑓(𝑥), определить их род, доопределить функцию по 
непрерывности в точках устранимого разрыва. 

а) 𝑓(𝑥) =
ଶ௫ିଵ

ଶ௫మାଷ௫ିଶ
;   б) 𝑓(𝑥) = ቊ

cosଶ ቀ
ଵ

௫
ቁ ,   𝑥 ≠ 0,

1,   𝑥 = 0;
    

в) 𝑓(𝑥) = exp ቄ
௫

௫ିସ
ቅ;   г) 𝑓(𝑥) = ln

௫ିଵ

௫ାହ
 . 

Решение. 

а) 𝑓(𝑥) =
ଶ௫ିଵ

ଶ௫మାଷ௫ିଶ
=

ଶ௫ିଵ

(ଶ௫ିଵ)(௫ାଶ)
  ⇒  𝑥 =

ଵ

ଶ
, 𝑥 = −2.  

1) 𝑥 =
ଵ

ଶ
. 

𝑓 ൬
1

2
− 0൰ ≡ 𝑓 ൬

1

2
+ 0൰ = lim

௫→
ଵ
ଶ

𝑓(𝑥) = lim
௫→

ଵ
ଶ

2𝑥 − 1

2𝑥ଶ + 3𝑥 − 2
= lim

௫→
ଵ
ଶ

1

𝑥 + 2
=

2

5
.  

Следовательно, 𝑥 =
ଵ

ଶ
 − устранимый разрыв. В этой точке можно доопределить по  

непрерывности функцию значением  𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
ቁ =

ଶ

ହ
. 

2) 𝑥 = −2. 

𝑓(−2 − 0) = lim
௫→ିଶି଴

2𝑥 − 1

2𝑥ଶ + 3𝑥 − 2
= lim

௫→ିଶି଴

1

𝑥 + 2
= ฯ

1

−0
ฯ = −∞.   

𝑓(−2 + 0) = lim
௫→ିଶା଴

2𝑥 − 1

2𝑥ଶ + 3𝑥 − 2
= lim

௫→ିଶା଴

1

𝑥 + 2
= ฯ

1

+0
ฯ = +∞. 

Следовательно, 𝑥 = −2 – разрыв 2-го рода. Причём, и справа, и слева от этой точки 
функция стремится к бесконечности. Знак бесконечности при этом важен для построе-
ния графика функции. 
б) Здесь одна точка: 𝑥 = 0. 

Пусть 𝑥௡ =
ଵ

గ௡
, 𝑦௡ =

ଶ

(ଶ௡ାଵ)గ
, 𝑛 ∈ ℕ  ⇒   𝑥௡ → 0, 𝑦௡ → 0.  

Однако  𝑓(𝑥௡) = cosଶ(𝜋𝑛) → 1, 𝑓(𝑦௡) = cosଶ ቀ
గ

ଶ
+ 𝜋𝑛ቁ → 0. 

Следовательно, исходя из определения предела по Гейне, lim௫→଴ 𝑓(𝑥) не существует и   
тогда точка 𝑥 = 0 – точка разрыва 2-го рода. 
в)  𝑥 = 4. 

𝑓(4 − 0) = lim
௫→ସି଴

exp ቄ
𝑥

𝑥 − 4
ቅ = ฯexp ൜

4

−0
ൠ = 𝑒ିஶฯ = 0.   

𝑓(4 + 0) = lim
௫→ସା଴

exp ቄ
𝑥

𝑥 − 4
ቅ = ฯexp ൜

4

+0
ൠ = 𝑒ାஶฯ = +∞.   

Следовательно, в точке 𝑥 = 4 – разрыв 2-го рода.  
При этом функция непрерывна слева. 
г) Для этой функции сначала надо найти область определения: 
௫ିଵ

௫ାହ
 > 0 ⇔ 𝑥 ∈ (−∞; −5) ∪ (1; +∞).  
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Поэтому рассмотреть надо только левосторонний предел в точке 𝑥 = −5 и правосто-
ронний в точке 𝑥 = 1. 

𝑓(−5 − 0) = lim
௫→ିହି଴

ln
𝑥 − 1

𝑥 + 5
= ฯln

−6

−0
= ln (+∞)ฯ = +∞.   

𝑓(1 + 0) = lim
௫→ଵା଴

ln
𝑥 − 1

𝑥 + 5
= ฯln

+0

6
= ln (+0)ฯ = −∞.   

Следовательно, в точках 𝑥 = −5  и  𝑥 = 1  функция терпит разрыв 2-го рода. 
 
 
 
 
 
 
 

Разработал старший преподаватель кафедры высшей математики Н. В. Петрова. 


