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Учебные вопросы: 

 
1. Определение дифференцируемой функции и дифференциала. 
2. Вычисление дифференциала для функций, заданных различными способами. 
3. Приближённые вычисления при помощи дифференциала. 
4. Касательная и нормаль к кривой. 
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Решение задач 
Задача 1 
По заданному приращению функции в точке определить, дифференцируема ли  
функция в указанной точке. 
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Решение. 
а) Опираясь на критерий дифференцируемости функции в точке, проверим существо-
вание конечной производной в этой точке: 
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Следовательно, функция в этой точке не является дифференцируемой. 
б) Аналогично, 
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а функция  







 0

1
sin

xx
 определена и ограничена всюду, произведение бесконечно малой 

функции на ограниченную функцию есть бесконечно малая функция. Поэтому этот 
предел существует и равен нулю, т. е. конечная производная в рассматриваемой точке 
существует. Следовательно, функция в этой точке дифференцируема. 
Задача 2 
При каких значениях  a  и  b  функция  y(x) 
1) всюду непрерывна,  2) всюду дифференцируема, если 
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Решение. 
а) Функция определена всюду. Непрерывность и дифференцируемость могут быть 
нарушены только в точках .1,1  xx  Но поскольку функция является чётной, доста-
точно определить условия непрерывности и дифференцируемости в одной точке .1x  

1) Непрерывность. 
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Следовательно, функция будет всюду непрерывна, если выполняется условие (А). 
2) Посчитаем производную заданной функции: 
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Следовательно, функция будет всюду дифференцируема, если выполняются условия 
(А) и (В): 
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б) Функция определена всюду. Непрерывность и дифференцируемость могут быть 
нарушены только в точках .2,1  xx  Но не сложно увидеть, что в этих точках функ-
ция непрерывна, независимо от  а  и  b. Действительно, 
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Таким образом, эта функция непрерывна всюду, независимо от  а  и  b. 
2) Посчитаем производную заданной функции: 
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Следовательно, функция будет всюду дифференцируема, если выполняются условия 
(C) и (D): 
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Задача 3 
Вычислить дифференциал функции xxxy 35)( 2   в точке .2x  
Решение. 
1 способ. 
Используем определение дифференцируемости функции в точке.  
Найдём приращение функции в этой точке: 

.)5(23)(52326)2(3)2(5)2()2()2( 22 xxxxxxxyxyy   

Cравним с равенством по определению дифференцируемости функции в точке: 
 ∆𝑦(𝑥଴) = 𝐴∆𝑥 + 𝛼(∆𝑥)∆𝑥,  𝐴 = Const,  𝛼(∆𝑥)

∆௫→଴
ሱ⎯⎯ሮ 0  ⇒ 𝐴∆𝑥 ≝ 𝑑𝑦(𝑥଴). 

Тогда  𝐴 = 23,  𝛼(∆𝑥) = 5∆𝑥
∆௫→଴
ሱ⎯⎯ሮ 0  ⇒ 𝑑𝑦(2) = 23∆𝑥 = 23𝑑𝑥. 

2 способ. 
Используем формулу дифференциала функции в точке  x :  𝑑𝑦(𝑥) = 𝑦ᇱ(𝑥)𝑑𝑥. 

.23)2(23)2(310)( dxdyyxxy   

Задача 4 

Вычислить дифференциал функции, используя формулу и правила вычисления  
дифференциалов. 
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Решение. 
а)  По формуле 
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б) Сначала упростим функцию, применив свойства логарифмов, а потом используем 
правила вычисления дифференциалов. 
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Здесь будет проще считать, если в дроби, в первом слагаемом, сначала выполнить почленное деле-
ние, и только затем расписывать дифференциалы. 
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Задача 5 
Выразить дифференциал функции  y  через дифференциалы функций  u  и  v,  
считая эти дифференциалы известными. 
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Задача 6 
В указанных точках найти дифференциал функций  у(х), заданных неявно или  
параметрически.   
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Решение. 
а) Берём равенство под знак дифференциала: 
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Поскольку надо найти дифференциал функции в заданной точке, упрощать это равенство не надо. 
Можно сразу подставить в него координаты точки. Получится линейное уравнение относительно не-
известного значения дифференциала в точке, т. е. dy(2), при этом dx считается известным. 
Итак, 

.
20

11
)2(0))2(41(8

3

1
)2(21 3

2
dxdydydxdydx 



 
Замечание. 
Получив таким не сложным способом для функции, заданной неявно, дифференциал в 
фиксированной точке, мы одновременно получили и производную этой функции в той 

же точке:
 

.
20

11
)2( y  

б) Сначала определим значение параметра, соответствующего заданной точке. 
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Из второго равенства имеем 10 t  или 30 t . Но если 10 t , тогда 00 х , и получается 
точка ),0;0( т. е. не та, которая задана. Поэтому 30 t . Посчитаем производную: 
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Задача 6 
Вычислить приближённо, с точностью до третьего знака после запятой, значение 
функции, используя первый дифференциал. 
а) ;29sin 

   
б) .012,1,523 23  xxxy  

Решение. 
Воспользуемся формулой малых приращений ,)()()( 000 xxyxdyxy   откуда получаем 
равенство для приближенных вычислений значения функции в заданной точке  х : 
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Тогда из равенства (*) получаем: 
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б) .2)(;012,01  пусть012,1,52 000
3 23  xyxxxxxxxy  
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Задача 7 

Написать уравнения касательной и нормали к кривой в указанных точках. 

а) ;2,
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 Решение. 
Напомним уравнения касательной и нормали к графику функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точке 
𝑀൫𝑥଴, 𝑓(𝑥଴)൯:  
𝑦 − 𝑓(𝑥଴) = 𝑓ᇱ(𝑥଴)(𝑥 − 𝑥଴) − уравнение касательной; 

𝑦 − 𝑓(𝑥଴) = −
ଵ

௙ᇲ(௫బ)
(𝑥 − 𝑥଴) − уравнение нормали. 

а) Находим производную функции, вычисляем значение функции и её производной  
в точке 𝑥଴ = −2: 
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Записываем уравнение касательной:   ;08942
9

4
0  yxxy  

уравнение нормали:   .08942
9

4
0  yxxy  

 б) Аналогично, 
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Касательная: ;02786
2

15

4

3

4

9







  yxxy  

нормаль: .01471216
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3

4

4

9







  yxxy  

в) В этом пункте производную в точке найдём, используя формулу дифференциала, 
как было замечено в задаче 6 а). 
Берём под знак дифференциала равенство, задающее функцию, получаем: 

.0)(6164 33  xdyydxdxxdyy  

Подставляем координаты точки )2;1(0M :  

.
13

14
)1(

13

14
)1(0))1(2(616)1(24 кас  ykdxdydydxdxdy  

Касательная: ;0121314)1(
13

14
2  yxxy  

нормаль: .0411413)1(
14

13
2  yxxy  

 
 

Разработал старший преподаватель кафедры высшей математики Н. В. Петрова. 


