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Решение задач 

Замечание. Прежде чем переходить к решению задач стоит ознакомиться с лекцией 21. 
Производные высших порядков. Формула Тейлора.  

 

1. Вычислите второй дифференциал функции 𝑦 =
ଷ௫ାଶ

௫మିଶ௫ାହ
  в точке 𝑥 = 0. 

Решение. 
Второй дифференциал функции (или дифференциал второго порядка) находим по формуле: 
𝑑ଶ𝑦 = 𝑦ᇱᇱ(𝑑𝑥)ଶ.Следовательно, нам необходимо вычислить 𝑦ᇱᇱ: 
 

𝑦ᇱ =
(3𝑥 + 2)ᇱ(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5) − (3𝑥 + 2)(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ᇱ

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ
= 

 

=
3(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5) − (3𝑥 + 2)(2𝑥 − 2)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ
=

3𝑥ଶ − 6𝑥 + 15 − 6𝑥ଶ + 2𝑥 + 4

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ
=

−3𝑥ଶ − 4𝑥 + 19

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ
 

 

𝑦ᇱᇱ =
(−3𝑥ଶ − 4𝑥 + 19)ᇱ(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ − (−3𝑥ଶ − 4𝑥 + 19)((𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ)ᇱ

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ସ
= 

 

=
(−6𝑥 − 4)(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଶ + (3𝑥ଶ + 4𝑥 − 19)2(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)(2𝑥 − 2)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ସ
= 

 

=
(−6𝑥 − 4)(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5) + (3𝑥ଶ + 4𝑥 − 19)(4𝑥 − 4)

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଷ
= 

 

=
−6𝑥ଷ + 12𝑥ଶ − 30𝑥 − 4𝑥ଶ + 8𝑥 − 20 + 12𝑥ଷ − 12𝑥ଶ + 16𝑥ଶ − 16𝑥 − 76𝑥 + 76

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଷ
= 

 

=
6𝑥ଷ + 12𝑥ଶ − 114𝑥 + 56

(𝑥ଶ − 2𝑥 + 5)ଷ
. 

 

𝑦ᇱᇱ(0) =
56

125
⟹ 𝑑ଶ𝑦 =

56

125
(𝑑𝑥)ଶ 

 
 

Ответ: 
𝟓𝟔

𝟏𝟐𝟓
(𝒅𝒙)𝟐 . 

 

2. Вычислите 
ௗమ௬

ௗ௫మ
 для функции, заданной параметрически уравнениями 

𝑦(𝑥): ൜
𝑥 = ln(cos 𝑡)

𝑦 = ln(cos 2𝑡)
. 

Решение. 

Для функции, заданной параметрически 𝑦(𝑥): ൜
𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑦 = 𝑦(𝑡)
 работают формулы: 

𝑦ᇱ(𝑥) =
𝑦ᇱ(𝑡)

𝑥ᇱ(𝑡)
; 𝑦ᇱᇱ(𝑥) =

൫𝑦ᇱ(𝑥)൯
ᇱ
(𝑡)

𝑥ᇱ(𝑡)
. 

Вычислим 𝑦ᇱ(𝑡) и 𝑥ᇱ(𝑡): 
 

𝑦ᇱ(𝑡) =
ିଶ ୱ୧୬ ଶ௧

ୡ୭ୱ ଶ௧
= −2tg 2𝑡;  𝑥ᇱ(𝑡) =

ି ୱ୧୬ ௧

ୡ୭ୱ ௧
= −tg 𝑡 ⟹ 

𝑦ᇱ(𝑥) =
2tg 2𝑡

tg 𝑡
= 2 ∙

sin 2𝑡

cos 2𝑡
∙

cos 𝑡

sin 𝑡
=

4cosଶ𝑡

cos 2𝑡
=

2(1 + cos 2𝑡)

cos 2𝑡
=

2

cos 2𝑡
+ 2. 
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Вычислим ൫𝑦ᇱ(𝑥)൯
ᇱ
(𝑡): 

൫𝑦ᇱ(𝑥)൯
ᇱ
(𝑡) = (2(cos 2𝑡)ିଵ + 2)ᇱ = −2(cos 2𝑡)ିଶ(−2 sin 2𝑡) =

4 sin 2𝑡

cosଶ2𝑡
⟹ 

 

⟹ 𝑦ᇱᇱ(𝑥) =
4 sin 2𝑡

cosଶ2𝑡
∙ ൬−

cos 𝑡

sin 𝑡
൰ = −

8cosଶ𝑡

cosଶ2𝑡
 

 

Ответ:  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −

𝟖𝐜𝐨𝐬𝟐𝒕

𝐜𝐨𝐬𝟐𝟐𝒕
. 

 
3. Для функции 𝑦 = 𝑦(𝑥), заданной неявно, вычислите 𝑦ᇱᇱ(𝑥): 
 

𝑒௫ା௬ = 𝑥 − 𝑦. 
 
Решение. 
Продифференцируем данное равенство по 𝑥 с учётом того, что 𝑦 является функцией: 

(𝑒௫ା௬)ᇱ = (𝑥 − 𝑦)ᇱ ⟹ 𝑒௫ା௬(1 + 𝑦ᇱ) = 1 − 𝑦ᇱ ⟹ 𝑒௫ା௬ − 1 = −𝑦ᇱ(1 + 𝑒௫ା௬) ⟹ 

⟹ 𝑦ᇱ =
1 − 𝑒௫ା௬

1 + 𝑒௫ା௬
=

1 − 𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥 − 𝑦
. 

Обратите внимание, что в последнем переходе мы использовали равенство данное нам в 
условии задачи. 

𝑦ᇱᇱ(𝑥) = ൬
1 − 𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥 − 𝑦
൰

ᇱ

=
(1 − 𝑥 + 𝑦)ᇱ(1 + 𝑥 − 𝑦) − (1 + 𝑥 − 𝑦)ᇱ(1 − 𝑥 + 𝑦)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଶ
= 

=
(−1 + 𝑦ᇱ)(1 + 𝑥 − 𝑦) − (1 − 𝑦ᇱ)(1 − 𝑥 + 𝑦)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଶ
=

(1 − 𝑦ᇱ)(−2 + 2𝑦)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଶ
= 

=
2(𝑦ᇱ − 1)(𝑦 − 1)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଶ
=

2 ቀ
ଵି௫ା௬

ଵା௫ି௬
− 1ቁ (𝑦 − 1)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଶ
=

4(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 1)

(1 + 𝑥 − 𝑦)ଷ
. 

 

Ответ: 𝒚ᇱᇱ(𝒙) =
𝟒(𝒚ି𝒙)(𝒚ି𝟏)

(𝟏ା𝒙ି𝒚)𝟑
. 

 
4. Вычислите (𝑦)()(𝑥) для функции 𝑦 = cosଶ3𝑥. 
Решение.  
Обратите внимание, что данная формулировка предполагает, что мы найдём некую 
зависимость и в ответе получим формулу, по которой мы сможем найти производную 
любого порядка заданной функции. 
Найдём первые три производные и попробуем увидеть зависимость получаемого 
выражения от порядка производной: 

𝑦ᇱ = 2 cos 3𝑥(− sin 3𝑥)(3) = −3 sin 6𝑥; 
𝑦ᇱᇱ = −3 ∙ 6 ∙ cos 6𝑥; 

𝑦ᇱᇱᇱ = 3 ∙ 6 ∙ 6 ∙ sin 6𝑥 … 

(𝑦)()(𝑥) = 3 ∙ 6ିଵ cos ቀ
𝜋𝑛

2
+ 6𝑥ቁ. 

Ответ: (𝒚)(𝒏)(𝒙) = 𝟑 ∙ 𝟔𝒏ି𝟏 𝐜𝐨𝐬 ቀ
𝝅𝒏

𝟐
+ 𝟔𝒙ቁ. 

Для успешного решения следующих задач нам будут необходимы формула Тейлора и 
разложение элементарных функций по формуле Маклорена: 
Формула Тейлора:  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
𝑓ᇱ(𝑥)

1!
(𝑥 − 𝑥) +

𝑓ᇱᇱ(𝑥)

2!
(𝑥 − 𝑥)ଶ + ⋯

𝑓()(𝑥)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥); 

Разложение основных элементарных функций по формуле Маклорена: 

 𝑒௫ = 1 +
௫

ଵ!
+

௫మ

ଶ!
+

௫య

ଷ!
+ ⋯ +

௫

!
+ 𝑜(𝑥); 
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 sin 𝑥 = 𝑥 −
௫య

ଷ!
+

௫ఱ

ହ!
− ⋯ + (−1) ௫మశభ

(ଶାଵ)!
+ 𝑜(𝑥ଶାଶ); 

 cos 𝑥 = 1 −
௫మ

ଶ!
+

௫ర

ସ!
− ⋯ + (−1) ௫మ

(ଶ)!
+ 𝑜(𝑥ଶାଵ); 

 ln (1 + 𝑥) = 𝑥 −
௫మ

ଶ
+

௫య

ଷ
− ⋯ + (−1)ିଵ ௫


+ 𝑜(𝑥); 

 (1 + 𝑥)ఓ = 1 + 𝜇𝑥 +
ఓ(ఓିଵ)

ଶ!
𝑥ଶ + ⋯ + 

+
𝜇(𝜇 − 1)(𝜇 − 2)(𝜇 − 3) ∙⋯∙ (𝜇 − 𝑛 + 1)

𝑛!
𝑥 + 𝑜(𝑥) 

5. Разложить многочлен 𝑃ହ(𝑥) = 3𝑥ହ − 𝑥ସ + 2𝑥ଷ + 7𝑥 − 9 по степеням 𝑥 + 1. 
Решение. 
В данной задаче от нас требуется применить к заданному многочлену формулу Тейлора. Для 
этого нам необходимо найти все производные данного многочлена от нулевой до пятой 
включительно. Имеем в виду, что производная нулевого порядка это просто значение нашего 
многочлена в точке 𝑥. 

 𝑃(−1) = −22;  
 𝑃ᇱ(𝑥) = 15𝑥ସ − 4𝑥ଷ + 6𝑥ଶ + 7 ⟹ 𝑃ᇱ(−1) = 32; 
 𝑃ᇱᇱ(𝑥) = 60𝑥ଷ − 12𝑥ଶ + 12𝑥 ⟹ 𝑃ᇱᇱ(−1) = −84; 
 𝑃ଷ(𝑥) = 180𝑥ଶ − 24𝑥 + 12 ⟹ 𝑃ᇱᇱᇱ(−1) = 216; 
 𝑃ସ(𝑥) = 360𝑥 − 24 ⟹ 𝑃ସ(−1) = −384; 
 𝑃ହ(𝑥) = 360 ⟹ 𝑃ସ(−1) = 360. 

Подставим, полученные числа в формулу Тейлора: 
𝑃ହ(𝑥) = −22 + 32(𝑥 + 1) − 42(𝑥 + 1)ଶ + 36(𝑥 + 1)ଷ − 16(𝑥 + 1)ସ − 3(𝑥 + 1)ହ. 

 
Ответ: 𝑷𝟓(𝒙) = −𝟐𝟐 + 𝟑𝟐(𝒙 + 𝟏) − 𝟒𝟐(𝒙 + 𝟏)𝟐 + 𝟑𝟔(𝒙 + 𝟏)𝟑 − 𝟏𝟔(𝒙 + 𝟏)𝟒 − 𝟑(𝒙 + 𝟏)𝟓. 
 
6. Функцию 𝑦 = ln(2𝑥 + 1) представить формулой Тейлора в окрестности точки: 

1. 𝑥 = 0; 

2. 𝑥 =
ଵ

ଶ
. 

Решение. 
 Для решения пункта 1 мы можем воспользоваться соответствующей формулой 

Маклорена, так как при 𝑥 = 0 ⟹  2𝑥 = 0: 

ln (1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥ଶ

2
+

𝑥ଷ

3
− ⋯ + (−1)ିଵ

𝑥

𝑛
+ 𝑜(𝑥) ⟹ 

ln (1 + 2𝑥) = 2𝑥 −
(2𝑥)ଶ

2
+

(2𝑥)ଷ

3
− ⋯ + (−1)ିଵ

(2𝑥)

𝑛
+ 𝑜(𝑥); 

 
 Для решения второго пункта мы уже так поступить не можем, так как при 𝑥 =

ଵ

ଶ
⟹ 2𝑥 = 1 ≠ 0.  

Можно применить формулу Тейлора непосредственно, то есть вывести формулу для 
производной 𝑛 −го порядка. А можно попытать данное нам выражение всё-таки свести 
к готовой формуле. Сделаем замену переменной и применим соответствующую 
формулу Маклорена: 

пусть 𝑥 −
ଵ

ଶ
= 𝑡, тогда исходная функция примет вид: 

𝑦 = ln ൬2 ൬𝑡 +
1

2
൰ + 1൰ ⟹ 𝑦 = ln(2𝑡 + 2) ⟹ 𝑦 = ln 2 + ln(𝑡 + 1). 

К функции 𝑔(𝑡) = ln(1 + 𝑡) можно применить формулу Маклорена, так как при 𝑥 =
ଵ

ଶ
⟹ 𝑡 = 0: 

𝑔(𝑡) = ln(1 + 𝑡) = 𝑡 −
𝑡ଶ

2
+

𝑡ଷ

3
− ⋯ + (−1)ିଵ

𝑡

𝑛
+ 𝑜(𝑡). 

Сделаем обратную замену и получим окончательный ответ: 

𝑔(𝑡) = ln(1 + 𝑡) = 𝑡 −
௧మ

ଶ
+

௧య

ଷ
− ⋯ + (−1)ିଵ ௧


+ 𝑜(𝑡)  
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𝑔(𝑡) = ൬𝑥 −
1

2
൰ −

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ

2
+

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଷ

3
− ⋯ + (−1)ିଵ

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ



𝑛
+ 𝑜 ቆ൬𝑥 −

1

2
൰



ቇ ⟹ 

𝑦 = ln 2 + ൬𝑥 −
1

2
൰ −

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ

2
+

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଷ

3
− ⋯ + (−1)ିଵ

ቀ𝑥 −
ଵ

ଶ
ቁ



𝑛
+ 𝑜 ቆ൬𝑥 −

1

2
൰



ቇ. 

 

Ответ: 𝒚 = 𝐥𝐧 𝟐 + ቀ𝒙 −
𝟏

𝟐
ቁ −

ቀ𝒙ି
𝟏

𝟐
ቁ

𝟐

𝟐
+

ቀ𝒙ି
𝟏

𝟐
ቁ

𝟑

𝟑
− ⋯ + (−𝟏)𝒏ି𝟏

ቀ𝒙ି
𝟏

𝟐
ቁ

𝒏

𝒏
+ 𝒐 ቀቀ𝒙 −

𝟏

𝟐
ቁ

𝒏

ቁ. 

7. С помощью формулы Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа приближённо 
вычислить значение выражения √237

ఱ  с точностью до 10ିଷ. 
Решение. 
Воспользуемся разложением функции (1 + 𝑥)ఈ в ряд Маклорена. Для этого преобразуем 
данное нам выражение: 

√237
ఱ

= √243 − 6
ఱ

= ඨ243 ൬1 −
6

243
൰

ఱ

= 3ඨ1 −
2

81

ఱ

= 3 ቆ1 + ൬−
2

81
൰ቇ

భ

ఱ

. 

(1 + 𝑥)
భ

ఱ = 1 +
𝑥

5
+

ଵ

ହ
ቀ

ଵ

ହ
− 1ቁ

2!
𝑥ଶ +

ଵ

ହ
ቀ

ଵ

ହ
− 1ቁ ቀ

ଵ

ହ
− 2ቁ

3!
𝑥ଷ + ⋯ 

 

(1 + 𝑥)
భ

ఱ = 1 +
𝑥

5
−

2𝑥ଶ

25
+

6𝑥ଷ

125
+ ⋯ ⟹ 

⟹ 3 ቆ1 + ൬−
2

81
൰ቇ

భ

ఱ

= 3 −
6

81
−

6

25
∙

4

81ଶ
−

18

125
∙

8

81ଷ
−

63

625
∙

1

81ସ
… ≈ 2,9255 ≈ 2,926. 

Точность вычислений может обеспечить или оценка остаточного члена или просто 
при поэтапном добавлении слагаемых следим за изменением цифр в нужном разряде. В 
нашем случае нам бы вполне хватило трёх. 
 

8. Вычислите lim
௫→

୪୬
భశೣ

భషೣ
ିଶ௫

౨ౙ౪ౝ ೣି
భ

భషೣ
ା

ೣమ

మ

. 

Решение. 
Преобразуем числитель и применим к нему соответствующую формулу Маклорена: 

ln
1 + 𝑥

1 − 𝑥
− 2𝑥 = ln(1 + 𝑥) − ln(1 − 𝑥) − 2𝑥 = 𝑥 −

𝑥ଶ

2
+

𝑥ଷ

3
− ቆ−𝑥 −

𝑥ଶ

2
−

𝑥ଷ

3
ቇ +  𝑜(𝑥ଷ) − 

−2𝑥 =
2𝑥ଷ

3
+ 𝑜(𝑥3). 

Следовательно, знаменатель нам та же следует разложить до третьей степени: 

 𝑒ୟ୰ୡ୲ ௫=||arctg 𝑥 = 𝑡|| = 𝑒௧ = 1 + 𝑡 +
௧మ

ଶ!
+

௧య

ଷ!
+ 𝑜(𝑡3).   

Так как arctg 𝑥 = 𝑥 −
௫య

ଷ
+ 𝑜(𝑥3) получаем: 

𝑒ୟ୰ୡ୲ ௫ = 1 + ቆ𝑥 −
𝑥ଷ

3
ቇ +

ቀ𝑥 −
௫య

ଷ
ቁ

ଶ

2
+

ቀ𝑥 −
௫య

ଷ
ቁ

ଷ

6
+ 𝑜(𝑥9) = 

= 1 + 𝑥 −
𝑥ଷ

3
+

𝑥ଶ

2
+

𝑥ଷ

6
+ 𝑜(𝑥3) = 1 + 𝑥 +

𝑥2

2
−

𝑥3

6
+ 𝑜(𝑥3) 

Обратите внимание, что из каждого слагаемого мы взяли все степени не превышающие 
три. 

 ଵ

ଵି௫
= ൫1 + (−𝑥)൯

ିଵ
= 1 + 𝑥 + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑜(𝑥3). 

Собираем знаменатель: 

𝑒ୟ୰ୡ୲ ௫ −
1

1 − 𝑥
+

𝑥ଶ

2
= 1 + 𝑥 +

𝑥2

2
−

𝑥3

6
− 1 − 𝑥 − 𝑥ଶ − 𝑥ଷ +

𝑥ଶ

2
+ 𝑜(𝑥3) = 



7 
 

= −
7𝑥ଷ

6
+ 𝑜(𝑥ଷ). 

 

Итого: lim
௫→

୪୬
భశೣ

భషೣ
ିଶ௫

౨ౙ౪ౝ ೣି
భ

భషೣ
ା

ೣమ

మ

= lim
௫→

మೣయ

య
ା൫௫య൯

ି
ళೣయ

ల
ା(௫య)

= −
ସ


. 

Ответ: −
𝟒

𝟕
. 

 
Разработал старший преподаватель кафедры высшей математики Н.В. Ежова. 

 
  

 

𝐵  


