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       ТЕКСТ 

1. Понятие предела последовательности. 

Определение предела числовой последовательности {xn }: 

 lim ¿ xn=a ⇔ {ε>0∃nε∊N :|xn−a|<ε n>nε }   (1)

Сходящиеся и расходящиеся последовательности. Примеры.  

Геометрический смысл предела последовательности. Предел постоянной 

величины {c }. Отсутствие предела последовательности {(−1 )n }. Единственность 

предела. Простейшие свойства пределов. Ограниченность сходящейся 

последовательности. 

2. Бесконечно малые величины.    



Понятие бесконечно малой величины (б.м.в.): 

{xn } −¿ б.м.в.  ⇔  lim ¿ xn=0, или: 

{xn } −¿ б.м.в.  ⇔  {ε>0∃nε∊N :|xn|<ε n>nε }.  Примеры б.м.в.: 

  { 1

np },  { (−1 )n

np } при p>0,  {qn }  при  |q|<1  (p ,q −¿ фиксированные числа).

Критерий сходимости последовательности:

∃ lim xn=a⇔ xn=a+αn , где  {αn }−¿ б.м.в.          (2)

Свойства бесконечно малых величин: 

−¿Сумма конечного числа б.м.в. есть б.м.в. 

−¿ Произведение б.м.в. на ограниченную величину есть б.м.в. 

Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

Арифметические операции над сходящимися последовательностями. 

lim xn=a,  lim yn=b  ⇒  lim ( xn ± yn )=lim xn ± lim yn=a+b; 

lim ( xn ∙ yn )=lim xn∙lim yn=a∙b;     lim
xn

yn

=¿ 
lim xn

lim yn
 ¿  

a
b   (при b≠ 0). 

3. Бесконечно большие величины. 

Понятие бесконечно большой величины (б.б.в.): 

 {xn } −¿ б.б.в.  ⇔  lim ¿ xn=∞  ⇔ {M >0∃nM∊N :|xn|>M n>nM }. 
Примеры б.б.в.:

{np }, {(−1 )n np } при p>0, {qn }  при |q|>1 (p ,q −¿ фиксированные числа).

lim ¿ xn=+∞  ⇔  {M >0∃nM∊N : xn>M n>nM }; 

lim ¿ xn=−∞  ⇔  {M >0∃nM∊N : xn←M n>nM }. 

Замечание: понятие бесконечно большой величины не тождественно 

понятию неограниченной величины. Например: последовательность 

{0 ;1 ;0 ;2 ;0 ;3 ;0 ; 4 ;0 ;5 ;…} −¿ неограниченная величина, но не бесконечно 

большая величина.  Связь между б.м.в. и б.б.в.: 

 {xn } −¿ б.б.в. ⇒ { 1
xn

} −¿б.м.в.;  {xn } −¿ б.м.в. ⇒ { 1
xn

} −¿б.б.в.

Арифметические операции над бесконечно большими величинами: 

1) xn →+∞,  yn →+∞  ⇒ xn+ yn →+∞; 



2) xn →−∞,  yn →−∞  ⇒ xn+ yn →−∞; 

3) xn →+∞,  { yn } - ограничена  ⇒ xn+ yn →+∞; 

4) xn →−∞,  { yn } - ограничена  ⇒ xn+ yn →−∞; 

5) xn →∞,  { yn } - ограничена  ⇒ xn+ yn →∞; 

6) xn → ∞,  yn → ∞  ⇒ xn∙yn → ∞; 

7) xn →∞,  yn →a, (a≠ 0)  ⇒ xn∙yn →∞. 

Типы неопределенностей (неопределенных выражений), возникающие 

при арифметических действиях с последовательностями:

 [ 0
0 ],  [ ∞

∞ ],  [0 ∙ ∞],  [ ∞−∞ ]. 

Предел многочлена и предел отношения многочленов (при n → +∞)

4.  Достаточные условия существования предела последовательности.

Свойства пределов, связанные с неравенствами. Предельный переход 

в неравенстве. Теорема о сжатой переменной. Примеры. Сходимость 

монотонной ограниченной последовательности.

−¿ Возрастающая и ограниченная сверху последовательность

сходится: 

{xn } ↗ и  ∃ M ∊R : xn ≤ M   "n∈ N   ⇒ ∃ lim ¿ xn.

−¿ Убывающая и ограниченная снизу последовательность сходится:

{xn } ↘ и  ∃m∊R : xn ≥ m  "n∈ N   ⇒ ∃ lim ¿ xn. 

Сходимость последовательности (1+ 1
n )

n

. Число e. Натуральный 

логарифм: ln a=loge a  и  экспонента ex. Лемма о вложенных промежутках. 

Признак сходимости Больцано-Коши: 

 {xn } −¿ сходится ⇔ {ε>0∃nε∊N :|xn−xm|<ε n>nε и m>nε }.

Сходимость последовательности {xn }, где xn=
1

12 +
1

22 +
1

32 +…+ 1

n2 . 

Признак расходимости: 

{xn } −¿ расходится ⇔ {∃ ε>0 :n0∊N ∃n>n0 и∃m>n0 :|xn−xm|≥ ε }. 

Расходимость последовательности {xn }, где xn=
1
1
+ 1

2
+ 1

3
+…+ 1

n . 
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