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       ТЕКСТ 

1. Понятие предела функции. 

Дана функция y=f ( x ) с областью определения D f . Пусть a −¿ точка 

сгущения множества D f . Различные определения предела функции в точке.

Определение 1 (по Коши или  «на языке ε-δ»): 

lim
x →a

f ( x )=A ⇔      ⇔ {ε>0∃ δ>0 : x∊D f ,0<|x−a|<δ ⇒|f ( x )−A|<ε }      (1)

Пример 1. Доказать, что lim
x →1

(5 x−2 )=3. Здесь f ( x )=5 x−2 , a=1 , A=3, 

|f ( x )−A|=|(5 x−2 )−3|=|5 x−5|=5|x−1|<ε  ⇔ |x−1|<¿ 
ε
5  . 



Следовательно, ε>0∃ δ>0  (δ= ε
5 ):  0<|x−1|<¿ δ  ⇒ |x−1|< ε

5  ⇒
|f ( x )−A|=5|x−1|<5∙

ε
5
=ε.  Это и означает, что ∃ lim

x →1
(5 x−2 )=3.

Пример 2. Доказать, что  lim
x →0

x2=0.  Здесь f ( x )=x2 , a=0 ,  A ¿0,    

|f ( x )−A|=|x2−0|=¿ x2<ε ⇔  |x|<√ε.   Следовательно,

 ε>0∃ δ>0  (δ=√ε ):  0<|x−0|<¿ δ  ⇒ |x|<√ε  ⇒
 |f ( x )−A|=¿ x2< (√ε )2=ε.  Это и означает, что ∃ lim

x →0
x2=0. 

Определение 2 (по Гейне или «на языкепоследовательностей»): 

    lim
x →a

f ( x )=A   ⇔  {{xn }⊂ D f : xn →a , xn ≠ a ⇒ f ( xn )→ A }            (2)

Геометрический смысл предела функции: 

  lim
x →a

f ( x )=A  ⇔  {ε>0∃ δ>0 : f ( x )∊U ε ( A ) x∊D f ∩U δ
0 (a ) }     (3)

Односторонние пределы функции:

 A= lim
x →a+0

f ( x )=f (a+0 ) ,   A= lim
x →a−0

f ( x )=f (a−0 ). 

∃ lim
x →a

f ( x )=A  ⇔  {∃ f (a+0 ) ,∃ f (a−0 ) , f (a+0 )=f (a−0 )=A }. Примеры. 

Предел функции на бесконечности:

lim
x →+∞

f ( x )=A  ⇔ {ε>0∃ ∆>0 : x∊D f , x>∆ ⇒|f ( x )−A|<ε }       (4)

lim
x →−∞

f ( x )=A  ⇔ {ε>0∃ ∆>0 : x∊D f , x←∆ ⇒|f ( x )−A|<ε }    (5)

lim
x →∞

f ( x )=A  ⇔ {ε>0∃ ∆>0 : x∊D f ,|x|>∆ ⇒|f ( x )−A|<ε }      (6)

Примеры:

 lim
x →∞

1
x
=0,    lim

x →+∞
arctg x=¿  

π
2 ,     lim

x →−∞
arctg x=¿ −¿ 

π
2 ,

        lim
x →+∞

arc ctg x=¿ 0,    lim
x →−∞

arc ctg x=¿ π. 

Отсутствие пределов: lim
x →∞

sin x, lim
x →∞

cos x,  lim
x →0

sin ( 1
x )и  lim

x →0
cos( 1

x ).
Предел постоянной функции, предел сложной функции. Простейшие 

свойства пределов. Свойства пределов, связанные с неравенствами.  

Предельный переход в неравенстве. Лемма о сжатой функции. 

2. Бесконечно малые функции.    



Понятие бесконечно малой функции −¿ бесконечно малой величины 

(б.м.в.): 

γ ( x ) −¿ б.м.в. при x →a ⇔  lim
x →a

γ ( x )=0⇔ 

           ⇔ {ε>0∃ δ>0 : x∊Dγ ,0<|x−a|<δ ⇒|γ ( x )|<ε }          (7)

Аналогичные определения при x →a± 0 , x →± ∞. 

Например, γ ( x )=¿ 
1

x p  , где p>0  −¿  б.м.в. приx → ∞. 

Критерий существования предела функции:

      ∃ lim
x →a

f ( x )=A ⇔ f ( x )=A+γ ( x ), где γ ( x ) −¿ б. м. в. при x →a     (8)

Аналогичные критерии при x →a± 0 , x →± ∞. 

Свойства бесконечно малых функций: 

−¿ Сумма конечного числа б.м.в. есть б.м.в. 

−¿ Произведение б.м.в. на ограниченную величину есть б.м.в. 

Примеры:  lim
x →∞

¿  
sin x

x
=0,   lim

x →∞
¿  

cos x
x

=0.

Арифметические действия с пределами.

  lim  f ( x )=A,  lim  g ( x )=B,  C=const  ⇒ 
−¿  lim (C ∙ f ( x ) )=C∙lim f ( x )=¿C ¿∙A, 

−¿  lim ( f ( x ) ± g ( x ) )=lim f ( x ) ± lim g ( x )=A ± B, 

−¿  lim ( f ( x ) ∙ g ( x ) )=lim f ( x )∙lim g ( x )=A∙B; 

−¿  lim ¿ 
f ( x )
g ( x )  

¿ 
lim  f ( x )
lim g ( x )  

¿  
A
B    (при B ≠ 0 ). 

3. Пределы элементарных функций. 

Пределы основных элементарных функций в точке (a∊D f ). 

1) постоянная функция:

  y=C,   C=const   ⇒ limx →a
C=C; 

2) степенная функция: 

 y=x p,  p=const  ⇒ lim
x →a

x p=ap

; 

3) показательная функция: 



 y=px,  p=const,  p>0 , p ≠ 1 ⇒ lim
x →a

px=pa

;

4) логарифмическая функция: 

y=log p x, p=const , p>0 , p ≠ 1 ⇒ limx →a
log p x=log p a; 

5) тригонометрические функции: 

 y=sin x ⇒  limx →a
sin x=sin a,   y=cos x  ⇒  limx →a

cos x=cos a, 

  y=tg x ⇒  limx →a
tg x=¿ tg a¿,     y=ctg x ⇒  limx →a

c tg x=¿ ctg a¿  

6) обратные тригонометрические функции:

  y=arc sin x ⇒ limx →a
arc sin x=arc sin a, 

  y=arc cos x ⇒ limx →a
arc cos x=arc cos a,

  y=arc tg x ⇒  limx →a
arc tg x=arc tg a, 

  y=arc ctg x  ⇒  limx →a
arc ctg x=arc ctg a

Теорема (о пределе элементарной функции). 

Если f ( x ) −¿ элементарная функция и a∊D f , то ∃ limx →a
f ( x )=f (a ). 

Примеры на пределы многочленов, рациональных, иррациональных, 

тригонометрических, гиперболических, степенно-показательных и других 

трансцендентных функций в точке. 
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