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       ТЕКСТ 

1. Формула Тейлора для многочлена. 

Разложение многочлена P ( x )=¿ a0+a1 x+a2 x
2+a3 x

3+…+an x
n  по степеням 

двучлена ( x−x0 ): 

 P ( x )=∑
k=0

n P (k ) ( x0 )
k !

x
k

  (1) 

Примеры. Формула Маклорена. Вывод формулы бинома Ньютона:

  (a+x )n=∑
k=0

n

Cn
k an−k xk,  где  Cn

k= n!
k ! ∙ (n−k ) !     (2)



2. Формула Тейлора для произвольной функции.     

Постановка задачи. Многочлен Тейлора функции f ( x ) в точке x0. 

Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано: 

     f ( x )=∑
k=0

n f (k ) ( x0 )
k !

x
k

+R ( x ),    (3)

где  R ( x )=о ( ( x−x0 )n )  приx→x0. 

Пример 1.  f ( x )=x x, x0=1,  n=3.

f ( x0 )=¿ 1;  f ' ( x )=¿ x x∙(1+ ln x ) ⇒ f ' ( x0 )=1; 

f ' ' ( x )=x x∙( (1+ ln x )2+ 1
x )  ⇒  f ' ' ( x0 )=2; 

f ' ' ' ( x )=¿ x x∙( (1+ ln x )3+3 (1+ ln x ) ∙ 1
x
− 1

x2 )  ⇒ f ' ' ' ( x0 )=3.  

f ( x )=1+ ( x−1 )+ 2
2!

( x−1 )2+ 3
3 !

( x−1 )3+о ( ( x−1 )3 ). 

Ответ: 

     x x=1+ ( x−1 )+ ( x−1 )2+ 1
2

( x−1 )3+о ( ( x−1 )3 ),  x→1    (4) 

Формула Маклорена:

      f ( x )=∑
k=0

n f (k ) (0 )
k !

x
k

+R ( x ),     (5)

где  R ( x )=о ( xn )  приx→0.

Запись формулы Тейлора с использованием дифференциалов: 

                         ∆ f ( x0 )=∑
k=0

n dk f ( x0 )
k !

+o ( (∆ x )n ),    (6)

где  ∆ f ( x0 )=f ( x )−f ( x0 ) – приращение функции в точке x0. 

3. Разложение основных элементарных функций по формуле 

    Маклорена.

 ex=1+x+ 1
2!
x2+ 1

3 !
x3+…+ 1

n!
xn+о ( xn ),  x→0    (7)

 sin x=¿ x−
1
3 !
x3+ 1

5 !
x5+…+ (−1 )n−1

∙
1

(2n−1 ) !
x2n−1+о ( x2n ), x→0      (8)

cos x=¿ 1− 1
2 !
x2+ 1

4 !
x4−…+ (−1 )n ∙ 1

(2n ) !
x2n

 +о ( x2n+1 ), x→0     (9)



ln (1+x )=x−1
2
x2+ 1

3
x3− 1

4
x4+…+ (−1 )n−1∙1

n
xn+о ( xn ), x→0     (10)

(1+x )p=1+ p
1 !
x+
p ∙ ( p−1 )

2 !
x2+…+

p ∙ ( p−1 ) ∙…∙ ( p−n+1 )
n!

xn+о ( xn ), x→0  (11)

4.  Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа.

       f ( x )=∑
k=0

n f (k ) ( x0 )
k !

x
k

+Rn ( x ) ,  Rn ( x )= f
(n+1 ) (c )

(n+1 ) !
( x−x0 )n+1    (12)

   Rn ( x )–  остаточный член в форме Лагранжа,  x0≶c≶ x. 

    Формула Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа:

   f ( x )=∑
k=0

n f (k ) (0 )
k !

x
k

+Rn ( x ) ,  Rn ( x )= f
(n+1 ) (c )

(n+1 ) !
xn+1 ,0≶c≶ x         (13)

Приближенные вычисления по формуле Тейлора с заданной точностью ε. 
          f ( x )≈∑

k=0

n f (k ) ( x0 )
k !

x
k

,   |Rn ( x )|≤ ε    (14)

Пример 2.  Вычислить приближенное значение 0,90,9 с точностью до               ε 

¿0,001.   

Здесь f ( x )=x x,  x0=1 , x=0,9  ⇒ |x−x0|=0,1. 

 f ' ( x )=x x∙(1+ ln x );    f ' ' ( x )=¿ x x∙(1+ ln x )2+x x∙
1
x ; 

 f ' ' ' ( x )=x x( (1+ ln x )3+3 (1+ ln x ) ∙ 1
x
− 1

x2 ) (см. Пример 1).

Оценим значение остаточного члена Rn ( x ) для n=2: 

R2 ( x )= f ' ' '
(c )

3 !
( x−1 )3,  где  0,9<c<1 ⇒ 

 0<cc<1,    0<¿ 1+ ln c<1,  1< 1
c
< 10

9 ,   1< 1

c2 <
5
4  .   Далее:

f ' ' ' (c )=cc( (1+ ln c )3+3 (1+ ln c ) 1
c
− 1

c2 ) ⇒ |f ' ' ' (c )|<6   c ∊(0,9 ;1 )  ⇒  |R2 ( x )|=|f ' ' ' (c )|
3 !

|x−1|3<¿ 
6
3 !

(0,1 )3=¿ 0,001. 

Следовательно, при n=2  остаточный член в формуле Тейлора меньше 

заданной точности ε=0,001.  Из формулы (4) имеем: 

  x x≈ 1+ ( x−1 )+ ( x−1 )2 ⇒ 0,90,9≈ 1−0,1+0,01=0,91=0,910.

Ответ:  0,90,9≈0,910. 
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