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1. Виды матриц.  

Понятие матрицы. Элементы матрицы, строки и столбцы, размеры матрицы. Виды 

матриц: транспонированная, нулевая, противоположная, матрица-строка, матрица-столбец, 

квадратная, треугольная, диагональная, единичная, ступенчатая. Равенство матриц: 

           A௠,௡ = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௠ଵ 𝑎௠ଶ …   

𝑎ଵ௡

𝑎ଶ௡ …
𝑎௠௡

ቍ, B௣,௤ = ൮

𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ …
𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ …

   
…   …           …   
𝑏௣ଵ 𝑏௣ଶ …   

𝑏ଵ௤

𝑏ଶ௤
 …

𝑏௣௤

൲  

A௠,௡ = B௣,௤  ⇔  ൜
𝑚 = 𝑝,   𝑛 = 𝑞

𝑎𝒊𝒋 =  𝑏𝒊𝒋 , 𝑖 = 1, … , 𝑚;    𝑗 = 1, … , 𝑛     

2. Линейные действия с матрицами.  

Сложение и вычитание матриц. 

𝐴 = A௠,௡ = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௠ଵ 𝑎௠ଶ …   

𝑎ଵ௡

𝑎ଶ௡ …
𝑎௠௡

ቍ,   𝐵 = B௠,௡ = ቌ

𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ …
𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ …

   
…   …           …   
𝑏௠ଵ 𝑏௠ଶ …   

𝑏ଵ௡

𝑏ଶ௡ …
𝑏௠௡

ቍ ⇒ 

𝐴 + 𝐵 = ቌ

𝑎ଵଵ + 𝑏ଵଵ   𝑎ଵଶ + 𝑏ଵଶ …
𝑎ଶଵ + 𝑏ଶଵ   𝑎ଶଶ + 𝑏ଶଶ …

   
…           …              …   

𝑎௠ଵ + 𝑏௠ଵ 𝑎௠ଶ + 𝑏௠ଶ …    

𝑎ଵ௡ + 𝑏ଵ௡

𝑎ଶ௡ + 𝑏ଶ௡ …
𝑎௠௡ + 𝑏௠௡

ቍ    (1) 

𝐴 − 𝐵 = ቌ

𝑎ଵଵ − 𝑏ଵଵ   𝑎ଵଶ − 𝑏ଵଶ …
𝑎ଶଵ − 𝑏ଶଵ   𝑎ଶଶ − 𝑏ଶଶ …

   
…           …              …   

𝑎௠ଵ − 𝑏௠ଵ 𝑎௠ଶ − 𝑏௠ଶ …    

𝑎ଵ௡ − 𝑏ଵ௡

𝑎ଶ௡ − 𝑏ଶ௡ …
𝑎௠௡ − 𝑏௠௡

ቍ    (2)  

Умножение матрицы на число. 

𝐴 = A௠,௡ = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௠ଵ 𝑎௠ଶ …   

𝑎ଵ௡

𝑎ଶ௡ …
𝑎௠௡

ቍ, λ — число  ⇒ 



                          λA = ቌ

𝛌𝑎ଵଵ 𝛌𝑎ଵଶ …
𝛌𝑎ଶଵ 𝛌𝑎ଶଶ …

   
…   …           …   

𝛌𝑎௠ଵ 𝛌𝑎௠ଶ …   

𝛌𝑎ଵ௡

𝛌𝑎ଶ௡ …
𝛌𝑎௠௡

ቍ      (3) 

Свойства линейных действий с матрицами. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 − матрицы одинаковых 

размеров; λ, α, β − действительные числа. Тогда справедливы следующие свойства.  

Свойство 1: 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 (коммутативность сложения матриц). 

Свойство 2: (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) (ассоциативность сложения матриц). 

Свойство 3: 𝛼(𝛽𝐴) = (𝛼𝛽)𝐴 (однородность относительно умножения на    

                     число). 

Свойство 4:  (𝛼 + 𝛽)𝐴 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴 (дистрибутивность относительно  

                      сложения чисел). 

Свойство 5:  𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵 (дистрибутивность относительно  

                      сложения матриц). 

Свойство 6:  𝐴 + 𝕆 = 𝕆 + 𝐴 = 𝐴 (свойство нулевой матрицы). 

Свойство 7:   𝐴 +  (− 𝐴)  = 𝕆 (свойство противоположной матрицы).  

Свойство 8:   0 𝐴 = 𝕆;  1 𝐴 = 𝐴 (свойства умножения на 1 и на 0).    

3. Умножение матриц  

Умножение матрицы-строки на матрицу-столбец с одинаковым числом элементов:  

    (𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ    … 𝑎ଵ௡) ൮

𝑏ଵଵ

𝑏ଶଵ

⋮
𝑏௡ଵ

൲ = 𝑎ଵଵ𝑏ଵଵ + 𝑎ଵଶ𝑏ଶଵ + ⋯ + 𝑎ଵ௡𝑏௡ଵ          (4) 

Согласованные матрицы. Матрицы 𝐴 и 𝐵 − называются согласованными для 

умножения 𝐴∙𝐵, если число столбцов матрицы 𝐴 равно числу строк матрицы 𝐵. Например,  

𝐴௠,௞ и 𝐵௞,௡ − согласованные матрицы для умножения 𝐴∙𝐵.  Умножение согласованных 

матриц 𝐴௠,௞ и 𝐵௞,௡. 

Разобьем матрицу 𝐴 на строки, а матрицу 𝐵 − на столбцы:    

𝐴௠,௞  = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௠ଵ 𝑎௠ଶ …   

𝑎ଵ௞

𝑎ଶ௞ …
𝑎௠௞

ቍ = ൮

𝐴ଵ

𝐴ଶ

…
𝐴୫

൲,   

где 𝐴𝒊 = (𝑎௜ଵ 𝑎௜ଶ   … 𝑎௜௞) − матрица-строка,                         

𝐵௞,௡ = ቌ

𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ …
𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ …

   
…   …           …   
𝑏௞ଵ 𝑏௞ଶ …   

𝑏ଵ௡

𝑏ଶ௡ …
𝑏௞௡

ቍ = (𝐵ଵ 𝐵ଶ   … 𝐵୬),   



где 𝐵୨ = ൮

𝑏ଵ௝

𝑏ଶ௝

⋮
𝑏௞௝

൲ — матрица-столбец.  Далее вычисляем произведения 𝐴𝒊∙𝐵୨ матриц-строк 

𝐴𝒊 на матрицы-столбцы 𝐵୨,  𝑖 = 1, … , 𝑚; 𝑗 = 1, … , 𝑛.   

Произведение согласованных матриц 𝐴௠,௞ и 𝐵௞,௡:  

           𝐴௠,௞∙𝐵௞,௡ = 𝐶௠,௡ = ቌ

𝐴ଵ ∙ 𝐵ଵ 𝐴ଵ ∙ 𝐵ଶ …
𝐴ଶ ∙ 𝐵ଵ 𝐴ଶ ∙ 𝐵ଶ …

   
…   …           …   

𝐴௠ ∙ 𝐵ଵ 𝐴௠ ∙ 𝐵ଶ …   

𝐴ଵ ∙ 𝐵௡

𝐴ଶ ∙ 𝐵௡ …
𝐴௠ ∙ 𝐵௡

ቍ                      (5) 

Пример 1. 𝐴 = ቀ3 −1 0
1 2 5

ቁ, 𝐵 = ൭
2 −3
0 1

−5 4
൱ − согласованы для умножения 𝐴∙𝐵 и 𝐵𝐴. 

Найдем эти произведения:  

𝐴ଶ,ଷ ∙ 𝐵ଷ,ଶ = ቀ3 −1 0
1 2 5

ቁ൭
2 −3
0 1

−5 4
൱ = 

൬
32 + (−1) 0 + 0(−5) 3(−3) + (−1)1 + 0 4

12 + 2 0 + 5(−5) 1(−3) + 21 + 5 4
൰ = ቀ 6 −10

−23 19
ቁ ⇒ 

 𝐴∙𝐵 = ቀ 6 −10
−23 19

ቁ.    

𝐵ଷ,ଶ ∙ 𝐴ଶ,ଷ = ൭
2 −3
0 1

−5 4
൱ቀ3 −1 0

1 2 5
ቁ = 

ቌ

23 + (−3) 1 2(−1) + (−3) 2 20 + (−3) 5
03 + 1 1 0(−1) + 1 2 00 + 1 5

(−5)3 + 4 1 (−5)(−1) + 4 2 (−5)0 + 4 5
ቍ = ൭

3 −8 −15
 1  2 5

−11 13 20
൱ ⇒  𝐵𝐴 = 

൭
3 −8 −15
 1  2 5

−11 13 20
൱.  

Свойства умножения матриц. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝕆, 𝐸 − согласованные матрицы; λ − 

действительное число. Тогда справедливы следующие свойства.  

Свойство 1:  (𝐴  𝐵)𝐶 =  𝐴(𝐵  𝐶) (ассоциативность умножения матриц).  

Свойство 2:  λ(𝐴  𝐵) = (λ 𝐴)𝐵 (однородность умножения). 

Свойство 3:  (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴 𝐶 + 𝐵𝐶 (дистрибутивность относительно  

                       сложения матриц). 

Свойство 4:  𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴 𝐶 (дистрибутивность относительно  

                        сложения матриц).  

Свойство 5:  𝐴 𝕆 = 𝕆, 𝕆𝐴 = 𝕆 (свойство нулевой матрицы). 

Свойство 6:  𝐴 𝐸 = 𝐴, 𝐸 𝐴 = 𝐴 (свойство единичной матрицы). 

Свойства, связанные с транспонированием матриц.  



Свойство 1:  (𝐴T)T = 𝐴;   Свойство 2:   (𝐴 + 𝐵)T = 𝐴T + 𝐵T; 

Свойство 3:   (λ𝐴)T = λ𝐴T;  Свойство 4:   (𝐴  𝐵)T= 𝐵T𝐴T.   

Свойства, связанные с определителями матриц. Пусть 𝐴, 𝐸, 𝕆 − квадратные 

матрицы размера 𝒏 × 𝒏. Тогда справедливы следующие свойства.  

Свойство 1:  𝑑𝑒𝑡 (𝐴T) = 𝑑𝑒𝑡 𝐴 (определитель транспонированной матрицы     

                      равен определителю самой матрицы). 

Свойство 2:  𝑑𝑒𝑡 𝕆 = 0 (определитель нулевой матрицы равен нулю). 

Свойство 3:  𝑑𝑒𝑡 𝐸 = 1 (определитель единичной матрицы равен единице). 

Свойство 4:  𝑑𝑒𝑡 (−𝐴) = (−1)௡𝑑𝑒𝑡 𝐴  (определитель противоположной  

                      матрицы). 

Свойство 5:  𝑑𝑒𝑡 (λ𝐴) = λ௡𝑑𝑒𝑡 𝐴 (определитель произведения матрицы на  

                      число). 

Свойство 6:  𝑑𝑒𝑡 (𝐴 𝐵) = 𝑑𝑒𝑡 𝐴 𝑑𝑒𝑡 𝐵 (определитель произведения матриц  

                      равен произведению определителей этих матриц).  

4. Обратная матрица.  

 Понятие обратной матрицы. Вырожденные и невырожденные матрицы. 

Существование и единственность обратной матрицы. Присоединенная матрица. 

Вычисление обратной матрицы через присоединенную матрицу:  

    𝐴 = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௡ଵ 𝑎௡ଶ …   

𝑎ଵ௡

𝑎ଶ௡ …
𝑎௡௡

ቍ,  Δ =  𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠ 0  ⇒ 

  𝐴ିଵ  =  
ଵ

∆
 ቌ

𝐴ଵଵ 𝐴ଶଵ …
𝐴ଵଶ 𝐴ଶଶ …

   
…   …           …   
𝐴ଵ௡ 𝐴ଶ௡ …   

𝐴௡ଵ

𝐴௡ଶ …
𝐴௡௡

ቍ,      (6) 

где  𝐴௜௝ −  алгебраическое дополнение элемента 𝑎௜௝, 𝑖 = 1, … , 𝑛; 𝑗 = 1, … , 𝑛.    

Например, для 𝑛 = 2  имеем:  

 ቀ
𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ
ቁ

ିଵ

=
ଵ

∆
 ቀ

𝑎ଶଶ − 𝑎ଵଶ

−𝑎ଶଵ 𝑎ଵଵ
ቁ     (7) 

Свойства обратной матрицы. Пусть 𝐴 и 𝐵  невырожденные матрицы одного размера. 

Тогда справедливы следующие свойства. 

Свойство 1:  (𝐴ିଵ)ିଵ = 𝐴.   Свойство 2:  (𝐴୘)ିଵ = (𝐴ିଵ)T. 

Свойство 3:  (λ 𝐴)ିଵ = 
ଵ

஛
 𝐴ିଵ,  λ ≠ 0. Свойство 4:  (𝐴𝐵)ିଵ = 𝐵ିଵ𝐴ିଵ. 

Свойство 5:  det (𝐴ିଵ) = (𝑑𝑒𝑡 𝐴)ିଵ. 

Решение матричных уравнений вида: 𝐴𝑋 = 𝐵,   𝑋𝐴 = 𝐵,  𝐴𝑋𝐵 = 𝐶.  

5. Ранг матрицы.                                                                                         



Понятия линейной зависимости и независимости строк (столбцов) матрицы  𝐴 = 

ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎௠ଵ 𝑎௠ଶ …   

𝑎ଵ௡

𝑎ଶ௡ …
𝑎௠௡

ቍ. Понятие минора 𝑘-го порядка, 

1  𝑘  min {𝑚, 𝑛} матрицы 𝐴. 

Ранг матрицы как наибольший порядок отличных от нуля миноров матрицы 𝐴 и 

как максимальное число линейно независимых строк (столбцов) матрицы 𝐴. Понятие 

базисного минора. Теорема о базисном миноре.   

 Элементарные преобразования матрицы. Ступенчатая матрица. Ранг ступенчатой 

матрицы. Приведение матрицы к ступенчатому виду с помощью элементарных 

преобразований. Вычисление ранга матрицы путем приведения её к ступенчатому виду. 
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