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Тема № 01        Линейная алгебра  

Лекция № 03    Системы линейных уравнений с 

квадратной матрицей 

  



Учебные вопросы: 

1.  Основные понятия 

2.  Квадратные системы линейных уравнений. Матричный метод. 

3.  Квадратные системы линейных уравнений. Метод Крамера.      
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1. Основные понятия.  

Система 𝒎 линейных уравнений с 𝒏 неизвестными имеет вид:    

൞

𝑎ଵଵ 𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ 𝑥ଶ + … + 𝑎ଵ 𝑥 = 𝑏ଵ

𝑎ଶଵ 𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ 𝑥ଶ + … + 𝑎ଶ 𝑥 = 𝑏ଶ

… … … … … … … … … … … … … … … …
 𝑎ଵ 𝑥ଵ + 𝑎ଶ 𝑥ଶ + … + 𝑎 𝑥 = 𝑏

.     (1) 

  Здесь 𝐴 = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎ଵ 𝑎ଶ …   

𝑎ଵ

𝑎ଶ …
𝑎

ቍ − основная матрица системы,   

   (𝐴|𝐵) = ቌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎ଵ 𝑎ଶ …   

𝑎ଵ     𝑏ଵ

𝑎ଶ    𝑏ଶ …
𝑎 

  𝑏

ቍ − расширенная матрица системы,  

𝐵 = ൮

𝑏ଵ

𝑏ଶ

⋮
𝑏

൲ − столбец свободных членов, 𝑋 = ቌ

𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
𝑥

ቍ − столбец неизвестных. 

 Понятие решения системы. Понятия совместной и несовместной, определенной и 

неопределенной системы. Элементарные преобразования системы.  

 Две системы − равносильны, если они имеют одинаковое число неизвестных и 

множества решений этих систем совпадают. Равносильность систем, полученных одна из 

другой путем элементарных преобразований.  

Матричная запись системы линейных уравнений: 𝐴∙𝑋 = 𝐵   

2. Квадратные системы линейных уравнений. Матричный метод.  

Рассматривается система линейных уравнений, в которой число уравнений равно 

числу неизвестных (𝑚 = 𝑛):  



൞

𝑎ଵଵ  𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ  𝑥ଶ + … + 𝑎ଵ  𝑥 = 𝑏ଵ

𝑎ଶଵ  𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ  𝑥ଶ + … + 𝑎ଶ  𝑥 = 𝑏ଶ

… … … … … … … … … … … … … … … …
 𝑎ଵ  𝑥ଵ + 𝑎ଶ  𝑥ଶ + … + 𝑎  𝑥 = 𝑏

    (2) 

или в матричной форме: 𝐴∙𝑋 = 𝐵.  

Теорема. Если матрица 𝐴 − невырожденная, то существует единственное решение 

системы, которое в матричной форме имеет вид: 

  𝑋 = 𝐴ିଵ∙𝐵      (3) 

Пример 1.  ൜
2𝑥 − 3𝑦 = 8
5𝑥 + 𝑦 = 3

.    Здесь  𝐴 = ቀ2 −3
5 1

ቁ, 𝐵 = ቀ
8
3

ቁ, 𝑋 = ቀ
𝑥
𝑦ቁ  ⇒ 

 Aିଵ = 
ଵ

ଵ
 ቀ

1 3
−5 2

ቁ,  𝑋 = 𝐴ିଵ∙𝐵 = 
ଵ

ଵ
 ቀ

1 3
−5 2

ቁቀ8
3

ቁ = 
ଵ

ଵ
 ቀ 8 + 9

−40 + 6 
ቁ = ቀ 1

−2 
ቁ  

Ответ:  ൜
𝑥 = 1

𝑦 = −2
. 

Пример 2.  ൝
 2𝑥 + 𝑦 =  5
𝑥 + 3𝑧 =  16
5𝑦 − 𝑧 = 10

.  

Здесь 𝐴 = ൭
2 1 0
1 0 3
0 5 −1

൱, 𝐵 = ൭
5

16
10

൱, 𝑋 = ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ, Δ = อ
2 1 0
1 0 3
0 5 −1

อ = −29.  

𝐴ଵଵ = ቚ0 3
5 −1

ቚ = − 15;      𝐴ଵଶ = − ቚ
1 3
0 −1

ቚ = 1;  𝐴ଵଷ = ቚ
1 0
0  5

ቚ = 5; 

𝐴ଶଵ = − ቚ1 0
5 −1

ቚ = 1;   𝐴ଶଶ = ቚ2 0
0 −1

ቚ = −2;    𝐴ଶଷ = − ቚ2 1
0 5

ቚ = −10; 

𝐴ଷଵ = ቚ1 0
0 3

ቚ = 3;  𝐴ଷଶ = − ቚ
2 0
1 3

ቚ = − 6;     𝐴ଷଷ = ቚ2 1
1 0

ቚ = −1.    

𝐴ିଵ = 
ଵ

ି ଶଽ
 ൭

− 15 1 3
1 −2 −6
5 − 10 − 1

൱ = 
ଵ

ଶଽ
 ൭

 15 −1 −3
−1 2 6
−5  10  1

൱;      𝑋 = 𝐴ିଵ𝐵 = 

=
ଵ

ଶଽ
∙൭

 15 −1 −3
−1 2 6
−5  10  1

൱൭
5

16
10

൱ = 
ଵ

ଶଽ
 ൭

75 − 16 − 30
−5 + 32 + 60

−25 + 160 + 10
൱ = 

ଵ

ଶଽ
 ൭

29
87

145
൱ = ൭

1
3
5

൱   Ответ:  ൝
𝑥 = 1
𝑦 = 3
𝑧 = 5

.        

3. Квадратные системы линейных уравнений. Метод Крамера.  

Рассматривается система линейных уравнений (2), в которой число уравнений  

равно числу неизвестных (𝑚 = 𝑛):  

Введем обозначения: Δ = ቮ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎ଵ 𝑎ଶ …   

𝑎ଵ

𝑎ଶ …
𝑎

ቮ − основной определитель  

системы, Δ1 = ቮ

𝑏ଵ 𝑎ଵଶ …
𝑏ଶ 𝑎ଶଶ …

   
…   …           …   
𝑏 𝑎ଶ …   

𝑎ଵ

𝑎ଶ …
𝑎

ቮ, Δ2 = ቮ

𝑎ଵଵ 𝑏ଵ …
𝑎ଶଵ 𝑏ଶ …

   
…   …           …   
𝑎ଵ 𝑏 …   

𝑎ଵ

𝑎ଶ …
𝑎

ቮ,  … , 



 ∆= ቮ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ …
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ …   
…   …           …   
𝑎ଵ 𝑎ଶ …   

𝑏ଵ

𝑏ଶ …
𝑏

ቮ  − вспомогательные определители системы.  Определитель ∆ 

получается из определителя Δ заменой j-го столбца на столбец свободных членов.  

Теорема Крамера. Если основной определитель Δ отличен от нуля, то система 

имеет единственное решение, определяемое формулами Крамера: 

 𝑥ଵ =  
భ 


, 𝑥ଶ =  

మ 


, … , 𝑥 =  

∆ 


      (3) 

Пример 3.  ൜
2𝑥 − 3𝑦 = 8
5𝑥 + 𝑦 = 3

;    здесь  Δ = ቚ
2 −3
5 1

ቚ = 17,  Δ1= ቚ
8 −3
3 1

ቚ = 17,  

 Δ2 = ቚ
2 8
5 3

ቚ = −34  ⇒   𝑥 =  
భ 


=

ଵ 

ଵ
=  1,  𝑦 =  

మ 


=

ିଷସ 

ଵ
 = −2       

Ответ:  ൜
𝑥 = 1

𝑦 = −2
.         

Пример 4.  ൝
 2𝑥 + 𝑦 =  5
𝑥 + 3𝑧 =  16
5𝑦 − 𝑧 = 10

;  здесь Δ = อ
2 1 0
1 0 3
0 5 −1

อ = −29,  Δ1 = อ
5 1 0

16 0 3
10 5 −1

อ == −29,  Δ2 = 

อ
2 5 0
1 16 3
0 10 −1

อ = − 87,  Δ3 = อ
2 1 5
1 0 16
0 5 10

อ = −145  ⇒   

𝑥 =
భ 


 = 

ିଶଽ 

ିଶଽ
 = 1,  𝑦 =

మ 


 = 

ି଼ 

ିଶଽ
 = 3,  𝑧 =

య 


 = 

ିଵସହ 

ିଶଽ
 = 5      

Ответ:  ൝
𝑥 = 1
𝑦 = 3
𝑧 = 5

.    
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