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Учебные вопросы: 

1. Скалярное произведение векторов и его свойства 

2. Векторное произведение векторов и его свойства 

3. Смешанное произведение векторов и его свойства 
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1. Скалярное произведение векторов и его свойства.   

 Проекция вектора на ось и её свойства. Скалярное произведение векторов, его 

физический и геометрический смысл. Свойства скалярного произведения.  

Свойство 1:  𝒂ሬሬ⃗ ∙𝒃ሬሬ⃗  = 𝒃ሬሬ⃗ ∙𝒂ሬሬ⃗     (коммутативность). 

Свойство 2:  (λ𝒂ሬሬ⃗ )𝒃ሬሬ⃗  = λ(𝒂ሬሬ⃗ 𝒃ሬሬ⃗ )   (ассоциативность относительно умножения  

                       на число). 

Свойство 3:  𝒂ሬሬ⃗ (𝒃ሬሬ⃗ + 𝒄ሬ⃗ ) = 𝒂ሬሬ⃗ 𝒃ሬሬ⃗  + 𝒂ሬሬ⃗ 𝒄ሬ⃗    (дистрибутивность). 

Свойство 4:  𝒂ሬሬ⃗ 𝒂ሬሬ⃗  = |𝒂ሬሬ⃗ |ଶ   (скалярный квадрат). 

Свойство 5:  𝒂ሬሬ⃗  ⊥ 𝒃ሬሬ⃗   ⇔  𝒂ሬሬ⃗ 𝒃ሬሬ⃗  = 0   (условие ортогональности векторов). 

Свойство 6:  𝒂ሬሬ⃗ 𝒃ሬሬ⃗  > 0 ⇔ 𝝋 — острый угол;  𝒂ሬሬ⃗ 𝒃ሬሬ⃗  < 0 ⇔ 𝝋 — тупой угол.  

 

Таблица скалярного умножения:   

Здесь ൛ଙ⃗, ଚ⃗, 𝒌ሬሬ⃗ ൟ –  

ортонормированный базис 

в пространстве. 

Геометрические задачи на применение скалярного произведения векторов.      

Пример 1. Найти модуль вектора 𝒂ሬሬ⃗ , если известно: 𝒂ሬሬ⃗ =2𝑝 − 𝑞⃗ + 𝑟, |𝑝| = 2, |𝑞⃗| = 3, |𝑟| =

4,   ∠ (𝑝, 𝑞⃗) = 
ଶ஠

ଷ
, ∠ (𝑝, 𝑟) = 

஠

ଶ
, ∠ (𝑞⃗, 𝑟) = 

஠

ସ
.  

Решение. |𝒂ሬሬ⃗ |ଶ = 𝑎⃗𝑎⃗ =(2𝑝 − 𝑞⃗ + 𝑟)(2𝑝 −𝑞⃗ +𝑟)= 4𝑝𝑝 −2𝑝𝑞⃗ +2𝑝𝑟 −2𝑝𝑞⃗ + + 𝑞⃗𝑞⃗ 

−𝑞⃗𝑟 +2𝑝𝑟 − 𝑞⃗𝑟 + 𝑟𝑟 = 4𝑝𝑝 − 4𝑝𝑞⃗ + 4𝑝𝑟 − 2𝑞⃗𝑟 + 𝑞⃗𝑞⃗ + 𝑟𝑟 =  

= 422 + 423 ଵ

ଶ
+ 424 0 − 234 ቀ

√ଶ

ଶ
ቁ + 33 + 44 = 16 + 12 + 0 − 12√2 + +9 + 16 =

53 − 12√2 .    

∙ ଙ⃗ ଚ⃗ 𝒌ሬሬ⃗  

ଙ⃗ 1 0 0 

ଚ⃗ 0 1 0 

𝒌ሬሬ⃗  0 0 1 



Ответ:   |𝒂ሬሬ⃗ | = ඥ53 − 12√2.  

Пример 2. Найти длины диагоналей 𝑑ଵ и 𝑑ଶ параллелограмма, построенного на векторах 𝒂ሬሬ⃗  

и 𝒃ሬሬ⃗ , если  𝒂ሬሬ⃗ = 𝑝 − 3𝑞⃗,  𝒃ሬሬ⃗ = 2𝑝 + 𝑞⃗,  |𝑝| = 2,  |𝑞⃗| =  3, 

 ∠(𝑝, 𝑞⃗) =
஠

ଷ
  (см. рис.1)                                                                   

      Решение.                                            

𝑑ଵ = ห𝑎⃗ + 𝑏ሬ⃗ ห,  𝑑ଶ = ห𝑎⃗ − 𝑏ሬ⃗ ห;  

𝑎⃗ + 𝑏ሬ⃗  = 3𝑝 −2𝑞⃗,   𝑎⃗ − 𝑏ሬ⃗  = − 𝑝 −4𝑞⃗;                                 

𝑑ଵ
ଶ = (3𝑝 − 2𝑞⃗)( 3𝑝 − 2𝑞⃗ = 

= 9𝑝𝑝 − 12𝑝𝑞⃗ + 4𝑞⃗𝑞⃗ = 922 − 12230,5 + 433 = 36  ⇒ 𝑑ଵ = 6;  

𝑑ଶ
ଶ =(− 𝑝 −4𝑞⃗)(− 𝑝 − 4𝑞⃗) = 𝑝𝑝 +8𝑝𝑞⃗ +16𝑞⃗𝑞⃗ = 22 + 8230,5 + 1633 = = 172 ⇒ 𝑑ଶ =

√172.      

Ответ:  𝑑ଵ = 6,   𝑑ଶ = √172.  

Теорема косинусов, теорема Пифагора, вывод формул.   

2. Векторное произведение векторов и его свойства. 

 Ориентация тройки векторов в пространстве, её свойства. Векторное 

произведение векторов, его физический и геометрический смысл. Свойства векторного 

произведения.  

Свойство 1:  𝒂ሬሬ⃗ × 𝒃ሬሬ⃗ = −𝒃ሬሬ⃗ × 𝒂ሬሬ⃗    (антикоммутативность). 

Свойство 2:  (λ𝒂ሬሬ⃗ )× 𝒃ሬሬ⃗  = λ(𝒂ሬሬ⃗ × 𝒃ሬሬ⃗ )  (ассоциативность относительно умножения  

                       на число). 

Свойство 3:  𝒂ሬሬ⃗  ×(𝒃ሬሬ⃗ + 𝒄ሬ⃗ ) = 𝒂ሬሬ⃗ × 𝒃ሬሬ⃗  + 𝒂ሬሬ⃗ × 𝒄ሬ⃗    (дистрибутивность).   

Свойство 4:  𝒂ሬሬ⃗ × 𝒂ሬሬ⃗  = 𝟎ሬሬ⃗    (векторный квадрат). 

Свойство 5:  𝒂ሬሬ⃗    ⃦𝒃ሬሬ⃗   ⇔  𝒂ሬሬ⃗ × 𝒃ሬሬ⃗  = 𝟎ሬሬ⃗  (условие коллинеарности векторов).  

 

Таблица векторного умножения:   

Здесь ൛ଙ⃗, ଚ⃗, 𝒌ሬሬ⃗ ൟ –  

ортонормированный базис 

в пространстве. 

Геометрические задачи на применение векторного произведения векторов.       

Пример 3. Найти площадь S параллелограмма, построенного на векторах 𝒂ሬሬ⃗  и 𝒃ሬሬ⃗ , если  𝒂ሬሬ⃗  = 

𝑝 − 3𝑞⃗,   𝒃ሬሬ⃗ = 2𝑝 + 𝑞⃗,   |𝑝| = 2,   |𝑞⃗| = 3,   ∠ (𝑝, 𝑞⃗) = 
஠

଺
. 

Решение.  S = ห𝒂ሬሬ⃗  × 𝒃ሬሬ⃗ ห; 

× ଙ⃗ ଚ⃗ 𝒌ሬሬ⃗  

ଙ⃗ 𝟎ሬሬ⃗  𝑘ሬ⃗  −𝚥 

ଚ⃗ −𝑘ሬ⃗  𝟎ሬሬ⃗  𝚤 

𝒌ሬሬ⃗  𝚥 −𝚤 𝟎ሬሬ⃗  

Рис. 1. К решению Примера  1 
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 𝒂ሬሬ⃗  × 𝒃ሬሬ⃗  = (𝑝 − 3𝑞⃗) × (2𝑝 + 𝑞⃗) = 2𝑝 × 𝑝 − 6𝑞⃗ × 𝑝 + 𝑝 × 𝑞⃗ −3𝑞⃗ × 𝑞⃗ = 7𝑝 × 𝑞⃗; ห𝒂ሬሬ⃗  × 𝒃ሬሬ⃗ ห =

7|𝑝  × 𝑞⃗| = 723ଵ
ଶ
 = 21.       

Ответ:  S = 21.  

Пример 4. Определить, при каких значениях α и β векторы 𝒂ሬሬ⃗  и 𝒃ሬሬ⃗  будут коллинеарны, если  

𝒂ሬሬ⃗ = 𝑝 + 2𝑞⃗,  𝒃ሬሬ⃗  = 𝑞⃗ − 𝑝,    𝑝 ሬሬሬ⃗ {2; α; 1},   𝑞 ሬሬሬ⃗ {β; 3; −1}.  

Решение.  𝑎⃗   ⃦𝑏ሬ⃗   ⇔  𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗  = 0ሬ⃗  ⇔ (𝑝 + 2𝑞⃗) × (𝑞⃗ − 𝑝) = 0ሬ⃗ ;   

(𝑝 + 2𝑞⃗) × (𝑞⃗ − 𝑝) = 𝑝 × 𝑞⃗ − 𝑝 × 𝑝 + 2𝑞⃗ × 𝑞⃗ − 2𝑞⃗ × 𝑝 = 

 = 𝑝 × 𝑞⃗ − 0ሬ⃗  + 0ሬ⃗  + 2𝑝 × 𝑞⃗ = 3𝑝 × 𝑞⃗ = 0ሬ⃗    ⇔  𝑝 × 𝑞⃗ = 0ሬ⃗   ⇔   

⇔  𝑝 {2; α; 1}    ⃦ 𝑞 ሬሬሬ⃗ {β; 3; −1}  ⇔ ฬ
2 α
β 3

ฬ = ฬ
2 1
β −1

ฬ = ቚα 1
3 −1

ቚ = 0.   

Ответ:  ൜
α = −3 
β = −2 

.  

3. Смешанное произведение векторов и его свойства. 

  Смешанное произведение векторов, его геометрический смысл. Свойства 

смешанного произведения.  

Свойство 1.  Смешанное произведение векторов не меняется при циклической 

перестановке множителей: 

                    𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 = 𝑏ሬ⃗ 𝑐𝑎⃗ = 𝑐𝑎⃗𝑏ሬ⃗   

Свойство 2.  Смешанное произведение векторов меняет знак при перестановке двух 

множителей: 

𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 = −𝑏ሬ⃗ 𝑎⃗𝑐,      𝑏ሬ⃗ 𝑐𝑎⃗ = −𝑐𝑏ሬ⃗ 𝑎⃗,      𝑐𝑎⃗𝑏ሬ⃗  = −𝑎⃗𝑐𝑏ሬ⃗ .  

Свойство 3:  Необходимым и достаточным условием компланарности векторов является 

равенство нулю их смешанного произведения: 

𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ , 𝑐 − компланарны  ⇔  𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 = 0. 

Свойство 4:  

𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 > 0 ⇔ ൛𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ , 𝑐ൟ  − правая тройка; 𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 < 0  ⇔  ൛𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ , 𝑐ൟ  − левая тройка. 

Геометрические задачи на применение смешанного произведения векторов.      

Пример 5. Найти объем V параллелепипеда, построенного на векторах 𝒂ሬሬ⃗ , 𝒃ሬሬ⃗ , 𝒄ሬ⃗ , если |𝑎⃗| =

2,  ห𝑏ሬ⃗ ห = 3,  |𝑐| = 4,  α = ∠ ൫𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ ൯ =
஠

ଶ
,  β = ∠(𝑎⃗, 𝑐) =

஠

ଷ
,  



 γ = ∠ ൫𝑏ሬ⃗ , 𝑐൯ =
஠

ସ
   (см. рис. 2)                                                                                    

 Решение.                                            

Пусть 𝜑 − угол между векторами    

𝒄ሬ⃗   и 𝒂ሬሬ⃗  × 𝒃ሬሬ⃗   (см. рис. 2). 

V = ห𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐ห = ห𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ ห|𝑐||𝑐𝑜𝑠 𝜑| =  

= 23 𝑠𝑖𝑛 𝛼 4 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 2314 cos 𝜑 = 24|𝑐𝑜𝑠 𝜑|.   

Учитывая  формулу:  𝑐𝑜𝑠ଶ𝜑 + 𝑐𝑜𝑠ଶ𝛽 + 𝑐𝑜𝑠ଶγ = 1 − получим:   

𝑐𝑜𝑠ଶ𝜑 = 1 − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝛽 − 𝑐𝑜𝑠ଶγ = 1 −
ଵ

ସ
−

ଵ

ଶ
=

ଵ

ସ
   ⇒ |𝑐𝑜𝑠 𝜑| = 

ଵ

ଶ
  ⇒ V = 24 ଵ

ଶ
= 12.  Ответ: V =

12.  
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𝒂ሬሬ⃗  × 𝒃ሬሬ⃗   


