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Учебные вопросы: 

1. Прямоугольная декартова система координат 

2. Действия с векторами в декартовой системе координат 

3. Геометрические задачи, связанные с координатами векторов 

4. Полярная система координат на плоскости  

5. Цилиндрическая и сферическая система координат в пространстве 
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1. Прямоугольная декартова система координат.      

 Ортонормированные базисы правой ориентации {ଙ⃗, ଚ⃗} на плоскости и  {ଙ⃗, 

ଚ⃗, 𝒌ሬሬ⃗ } в пространстве. Оси координат: ось абсцисс, ось ординат и ось аппликат; начало 

координат.           

Декартовы координаты точки — это координаты её радиус-вектора 

относительно ортонормированного базиса и проекции радиус-вектора на координатные 

оси (см. Рис. 1 и Рис. 2):  

 𝑀(𝑥; 𝑦)  ⇔  𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  {𝑥; 𝑦}  ⇔  𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥𝚤 + 𝑦𝚥  ⇔  ቊ
𝑥 = Пр௢௫ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑦 = Пр௢௬ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗
;   

   𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧)  ⇔  𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  {𝑥; 𝑦; z}  ⇔  𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥ଙ⃗ + 𝑦ଚ⃗ + 𝑧𝒌ሬሬ⃗   ⇔ ൞

𝑥 = Пр௢௫ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑦 = Пр௢௬ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑧 =  Пр௢௭ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗

  

                                

                                

Координаты вектора, выраженные через координаты начала и конца этого вектора:  
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Рис. 1.  О.Н.Б. на плоскости Рис. 2.  О.Н.Б. в пространстве 



                     𝐴(𝑥ଵ; 𝑦ଵ), 𝐵(𝑥ଶ; 𝑦ଶ) ⇒  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  {𝑥ଶ − 𝑥ଵ;  𝑦ଶ − 𝑦ଵ},   

  𝐴(𝑥ଵ; 𝑦ଵ; 𝑧ଵ), 𝐵(𝑥ଶ; 𝑦ଶ; 𝑧ଶ) ⇒  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  {𝑥ଶ − 𝑥ଵ;  𝑦ଶ − 𝑦ଵ;  𝑧ଶ − 𝑧ଵ} 

2. Действия с векторами в декартовой системе координат. 

 Линейные действия с векторами в координатах:   

𝑎⃗{𝑥ଵ; 𝑦ଵ; 𝑧ଵ}, 𝑏ሬ⃗ {𝑥ଶ; 𝑦ଶ; 𝑧ଶ} ⇒ 

 𝛼𝑏ሬ⃗ + 𝛽𝑏ሬ⃗  {𝛼𝑥ଵ + 𝛽𝑥ଶ;  𝛼𝑦ଵ + 𝛽𝑦ଶ;  𝛼𝑧ଵ + 𝛽𝑦ଷ}     

Умножение векторов (скалярное, векторное и смешанное произведение): 

𝑎⃗ {𝑥ଵ; 𝑦ଵ; 𝑧ଵ}, 𝑏ሬ⃗  {𝑥ଶ; 𝑦ଶ; 𝑧ଶ}, 𝑐 {𝑥ଷ; 𝑦ଷ; 𝑧ଷ} ⇒ 

      𝑎⃗𝑏ሬ⃗ = 𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ + 𝑧ଵ𝑧ଶ    (1) 

 

𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ =
  

ቮ
𝚤  𝚥 𝑘ሬ⃗

𝑥ଵ 𝑦ଵ 𝑧ଵ

𝑥ଶ 𝑦ଶ 𝑧ଶ

ቮ     (2) 

   𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 = อ

𝑥ଵ 𝑦ଵ 𝑧ଵ

𝑥ଶ 𝑦ଶ 𝑧ଶ

𝑥ଷ 𝑦ଷ 𝑧ଷ

อ      (3) 

𝑎⃗ {𝑥ଵ;  𝑦ଵ}, 𝑏ሬ⃗  {𝑥ଶ;  𝑦ଶ}, 𝑐 {𝑥ଷ;  𝑦ଷ} ⇒    

 𝑎⃗𝑏ሬ⃗ = 𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ,     

 

𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ = 𝑘ሬ⃗  ቚ
𝑥ଵ 𝑦ଵ

𝑥ଶ 𝑦ଶ
ቚ

  
,       𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐 = 0      (4) 

Геометрический смысл определителей 2-го и 3-го порядков. Условия 

ортогональности, коллинеарности и компланарности векторов, выраженные через 

координаты векторов:  

        𝑎⃗ ⊥ 𝑏ሬ⃗   ⇔  𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑦ଵ𝑦ଶ + 𝑧ଵ𝑧ଶ = 0     (5) 

       𝑎⃗   ⃦ 𝑏ሬ⃗   ⇔  ቮ
𝚤  𝚥 𝑘ሬ⃗

𝑥ଵ 𝑦ଵ 𝑧ଵ

𝑥ଶ 𝑦ଶ 𝑧ଶ

ቮ = 0ሬ⃗       (6) 

      𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ , 𝑐 − компланарны  ⇔  อ
𝑥ଵ 𝑦ଵ 𝑧ଵ

𝑥ଶ 𝑦ଶ 𝑧ଶ

𝑥ଷ 𝑦ଷ 𝑧ଷ

อ = 0    (7)   

3. Геометрические задачи, связанные с координатами векторов.    



  

 

Вычисление модулей, проекций и направляющих косинусов векторов:  

      𝑎⃗ {𝑥; 𝑦; 𝑧} ⇒ |𝑎⃗| = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ,  

⎩
⎪
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⎪
⎧

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
௫

|௔ሬ⃗ |
=

௫

ඥ௫మା௬మା௭మ  

𝑐𝑜𝑠 𝛽 =
௬

|௔ሬ⃗ |
=

௬

ඥ௫మା௬మା௭మ  
 

𝑐𝑜𝑠 γ =
௭

|௔ሬ⃗ |
=

௭

ඥ௫మା௬మା௭మ  

    (8) 

𝑎⃗ {𝑥ଵ;  𝑦ଵ; 𝑧ଵ}, 𝑏ሬ⃗  {𝑥ଶ;  𝑦ଶ; 𝑧ଶ} ⇒ 

   Пр௕ሬ⃗  𝑎⃗ =
௔ሬ⃗ ௕ሬ⃗

ห௕ሬ⃗ ห
= 

௫భ௫మ ା ௬భ௬మ ା ௭భ௭మ

ට௫మ
మା ௬మ

మା௭మ
మ

,   Пр௔ሬ⃗  𝑏ሬ⃗ =
௔ሬ⃗ ௕ሬ⃗

|௔ሬ⃗ |
=

௫భ௫మ ା ௬భ௬మ ା ௭భ௭మ

ට௫భ
మା ௬భ

మା௭భ
మ

  (9) 

Вычисление углов, площадей и объемов.  

Если 𝜑 - угол между векторами 𝑎⃗ и 𝑏ሬ⃗ , то 

   𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 
௔ሬ⃗ ௕ሬ⃗

|௔ሬ⃗ |ห௕ሬ⃗ ห
=

௫భ௫మ ା ௬భ௬మ ା ௭భ௭మ

ට௫భ
మା ௬భ

మା௭భ
మ∙ට௫మ

మା ௬మ
మା௭మ

మ
                                   (10) 

Пусть  𝑆௔ሬ⃗ ,௕ሬ⃗  − площадь параллелограмма, построенного на векторах 𝑎⃗ и 𝑏ሬ⃗ , а       𝑉௔ሬ⃗ ,௕ሬ⃗ ,௖⃗  − 

объем параллелепипеда, построенного на векторах 𝑎⃗, 𝑏ሬ⃗ , 𝑐.  Тогда   

      𝑆௔ሬ⃗ ,௕ሬ⃗  = ห𝑎⃗ × 𝑏ሬ⃗ ห,       𝑉௔ሬ⃗ ,௕ሬ⃗ ,௖⃗  = ห𝑎⃗𝑏ሬ⃗ 𝑐ห       (11) 

Деление отрезка в данном отношении (см. Рис. 4):    

                                              

  

  
|୅୑|

|୆୑|
=

ఈ

ఉ
 = λ,  𝑟஺ሬሬሬ⃗ = 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ,  𝑟஻ሬሬሬ⃗ = 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ,  𝑟଴ሬሬሬ⃗ = 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  ⇒ 

О 
Y 

𝛼 

𝒂ሬሬ⃗  

X 

𝑦 

𝑥 

𝛾 

 

Z 

𝑧 

𝐴 

𝑀 
* 

* 

* 

𝐵 

𝑦 

𝑧 

  𝑥 

O 

α 

 

Рис. 3.  Направляющие углы 
радиус-вектора 

Рис. 4.  Деление отрезка в данном отношении 



  𝑟଴ሬሬሬ⃗ =
ଵ

ఈ ା ఉ
(𝛼 𝑟஻ሬሬሬ⃗ + 𝛽𝑟஺ሬሬሬ⃗ ) =

ଵ

ଵା ஛
 (λ𝑟஻ሬሬሬ⃗ + 𝑟஺ሬሬሬ⃗ )   (12) 

𝐴(𝑥୅; 𝑦୅; 𝑧୅), 𝐵(𝑥୆; 𝑦୆; 𝑧୆), 𝑀(𝑥଴; 𝑦଴; 𝑧଴) ⇒  
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     (13)     

Координаты середины отрезка [𝐴𝐵]: 

   𝑥଴ =  
௫ఽ ା ௫ా

ଶ
,  𝑦଴ =  

௬ఽ ା ௬ా

ଶ
,  𝑧଴ =  

௭ఽ ା ௭ా

ଶ
                (14)  

Координаты центра тяжести треугольника 𝐴𝐵𝐶: 

                      𝑥଴ =  
௫ఽ ା ௫ా ା ௫಴  

ଷ
,  𝑦଴ =  

௬ఽ ା ௬ా ା ௬಴ 

ଷ
,  𝑧଴ =  

௭ఽ ା ௭ా ା ௭಴ 

ଷ
           (15)      

4. Полярная система координат на плоскости.   

                                           

 

Полярная система координат на плоскости: полюс 𝑶, полярная ось 𝒍 (см. Рис. 5). 

Полярные координаты точки 𝑀(𝑟, 𝜑): полярный радиус 𝑟 = |𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ | и полярный угол 𝜑, 

образованный радиус-вектором 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  и полярной осью 𝑙, отсчитываемый от оси 𝑙 против 

часовой стрелки, где 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋 (−𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋).  

Связь между декартовыми (𝑥, 𝑦) и полярными координатами (𝑟, 𝜑):                                                                              

  

 

 ቄ
𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 ∙ sin 𝜑 ,       ൝

𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ

𝑡𝑔 𝜑 =
௬

௫
 (при 𝑥 ≠ 0)

     (16) 

5. Цилиндрическая и сферическая система координат в пространстве 

Цилиндрическая система координат в пространстве: ось 𝑂𝑍 и полярная система 

координат на плоскости 𝑂𝑋𝑌.  Цилиндрические координаты точки 𝑀(𝑟, 𝜑, 𝑧), где 𝑟, 𝜑 
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Рис. 5.  Полярная система координат на плоскости 

Рис. 6.  Связь между декартовыми и полярными координатами 



− полярные координаты точки 𝑀− проекции точки 𝑀 на плоскость 𝑂𝑋𝑌 (см. Рис. 7), 𝑟 ≥

0,  0 ≤ 𝜑 < 2𝜋  (−𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋), − ∞ < 𝑧 < + ∞  

                                    

 

Связь между декартовыми и цилиндрическими координатами: ቊ
𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝑧 = 𝑧
.   

Сферическая система координат в пространстве.                                           

                                    

 

Сферические координаты точки 𝑀(𝜌, 𝜑, 𝜃):  𝜌 = |𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ |  − полярный радиус,  𝜑 − 

угол между вектором 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  и осью 𝑂𝑋, где 𝑀 — проекция точки 𝑀 на плоскость 𝑂𝑋𝑌, 𝜃 − 

угол между радиус-вектором 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  и осью 𝑂𝑍 (см. Рис. 8).  Ограничения на сферические 

координаты: 𝜌 ≥ 0,  0 ≤ 𝜑 < 2𝜋  (−𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋),  0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋. 

Связь между декартовыми (𝑥, 𝑦, 𝑧) и сферическими (𝜌, 𝜑, 𝜃) координатами:  

൝

𝑥 = 𝜌 ∙ sin 𝜃 ∙ cos 𝜑
𝑦 = 𝜌 ∙ sin 𝜃 ∙ sin 𝜑

𝑧 = 𝜌 ∙ cos 𝜃
             (17) 
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Рис. 7.  Цилиндрическая система координат 

Рис. 8.  Сферическая система координат 


