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Тема № 01            Линейная алгебра  

Практическое занятие № 04    Произвольные системы 

линейных уравнений 

  



Учебные вопросы: 

1. Теорема Кронекера–Капелли 

2. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса 
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Решение задач 

 

Задача №1: 

Решить систему с помощью метода Гаусса: 

൝
3𝑥ଵ + 2𝑥ଶ − 5𝑥ଷ = −1
2𝑥ଵ − 𝑥ଶ + 3𝑥ଷ = 13

𝑥ଵ + 2𝑥ଶ − 𝑥ଷ = 9
 

Решение: 

Запишем систему в матричной форме: 𝐴𝑋 = 𝐵 , где: 

𝐴 = ൭
3 2 −5
2 −1 3
1 2 −1

൱ , 𝑋 = ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱ , 𝐵 = ൭
−1
13
9

൱ 

Составим расширенную матрицу системы (𝐴|𝐵): 

(𝐴|𝐵) = ൭
3 2 −5
2 −1 3
1 2 −1

อ
−1
13
9

൱ 

Приведем ее к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований (прямой ход 

метода Гаусса): 

൭
3 2 −5
2 −1 3
1 2 −1

อ
−1
13
9

൱ ⟶
ூ↔ூூூ

൭
1 2 −1
2 −1 3
3 2 −5

อ
9

13
−1

൱ ⟶
ூூିଶூ
ூூூିଷ

൭
1 2 −1
0 −5 5
0 −4 −2

อ
9

−5
−28

൱ 

⟶
ூூ/(ିହ)

ூூூ/(ିଶ)

൭
1 2 −1
0 1 −1
0 2 1

อ
9
1

14
൱ ⟶

ூூூିଶூூ
൭

1 2 −1
0 1 −1
0 0 1

อ
9
1
4

൱ 

Основная и расширенная матрицы приведены к ступенчатым матрицам с 3-мя ненулевыми 

строками. Следовательно, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 =  𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐴|𝐵) = 3. По теореме Кронекера-Капелли эта 

система − совместная. Так как 𝑟 = 𝑛 = 3, (𝑛 – число неизвестных), то система − 

определенная (имеет единственное решение). 



Решение системы найдем, выполнив обратный ход метода Гаусса. Из системы уравнений 

последовательно находим все неизвестные: 

𝑥ଷ = 4 

𝑥ଶ =  𝑥ଷ + 1 = 5 

𝑥ଵ =  9 − 2𝑥ଶ + 𝑥ଷ = 3 

Ответ: ൭
3
5
4

൱ 

 

Задача №2: 

Решить систему с помощью метода Гаусса: 

൝

4𝑥ଵ − 3𝑥ଶ + 2𝑥ଷ − 𝑥ସ = 8
3𝑥ଵ − 2𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 3𝑥ସ = 7
5𝑥ଵ − 3𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 8𝑥ସ = 1

 

Решение: 

Запишем систему в матричной форме: 𝐴𝑋 = 𝐵 , где: 

𝐴 = ൭
4 −3 2 −1
3 −2 1 −3
5 −3 1 −8

൱ , 𝑋 = ൮

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

𝑥ସ

൲ , 𝐵 = ൭
8
7
1

൱ 

Составим расширенную матрицу системы (𝐴|𝐵): 

(𝐴|𝐵) = ൭
4 −3 2 −1
3 −2 1 −3
5 −3 1 −8

อ
8
7
1

൱ 

Приведем ее к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований (прямой ход 

метода Гаусса): 

൭
4 −3 2 −1
3 −2 1 −3
5 −3 1 −8

อ
8
7
1

൱ ⟶
ூିூூூ

൭
−1 0 1 7
3 −2 1 −3
5 −3 1 −8

อ
7
7
1

൱ ⟶
ூூାଷூ
ூூூାହூ

൭
−1 0 1 7
0 −2 4 18
0 −3 6 27

อ
7

28
36

൱ 

⟶
ூூ/ଶ

ூூூ/(ିଷ)

൭
−1 0 1 7
0 −1 2 9
0 1 −2 −9

อ
7

14
−12

൱ ⟶
ூூூାூ

൭
−1 0 1 7
0 −1 2 9
0 0 0 0

อ
7

14
−12

൱ 

Основная и расширенная матрицы приведены к ступенчатым матрицам. Но у первой 2 

ненулевые строки (и 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 2) А у второй – 3 ненулевых строки (и 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐴|𝐵) = 3). По 

теореме Кронекера-Капелли эта система − не совместная (решений нет).  

Впрочем, это можно понять и без теоремы: уравнение, соответствующее последней 

строчке: 0𝑥ଵ + 0𝑥ଶ + 0𝑥ଷ + 0𝑥ସ = −12 не может иметь решений, так как левая часть при 

любых значениях переменных будет равна нулю, а правая – нет. 

Ответ: решений нет 

 



Задача №3: 

Решить систему с помощью метода Гаусса: 

൞

2𝑥ଵ + 3𝑥ଶ − 𝑥ଷ + 𝑥ସ = 1
8𝑥ଵ + 12𝑥ଶ − 9𝑥ଷ + 8𝑥ସ = 3
4𝑥ଵ + 6𝑥ଶ + 3𝑥ଷ − 2𝑥ସ = 3
2𝑥ଵ + 3𝑥ଶ + 9𝑥ଷ − 7𝑥ସ = 3

 

Решение: 

Запишем систему в матричной форме: 𝐴𝑋 = 𝐵 , где: 

𝐴 = ൮

2 3 −1 1
8 12 −9 8
4 6 3 −2
2 3 9 −7

൲ , 𝑋 = ൮

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

𝑥ସ

൲ , 𝐵 = ൮

1
2
3
1

൲ 

Составим расширенную матрицу системы (𝐴|𝐵): 

(𝐴|𝐵) = ൮

2 3 −1 1
8 12 −9 8
4 6 3 −2
2 3 9 −7

ተ

1
3
3
3

൲ 

Приведем ее к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований (прямой ход 

метода Гаусса): 

൮

2 3 −1 1
8 12 −9 8
4 6 3 −2
2 3 9 −7

ተ

1
3
3
3

൲ ⟶
ூூିସூ
ூூூିଶூ
ூ௏ିூ

൮

2 3 −1 1
0 0 −5 4
0 0 5 −4
0 0 10 −8

ተ

1
−1
1
2

൲ ⟶
ூூூାூூ

ூ௏ାଶூூ

൮

2 3 −1 1
0 0 −5 4
0 0 0 0
0 0 0 0

ተ

1
−1
0
0

൲ 

Основная и расширенная матрицы приведены к ступенчатым матрицам с 2-мя ненулевыми 

строками. Следовательно, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 =  𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐴|𝐵) = 2. По теореме Кронекера-Капелли эта 

система − совместная. Так как 𝑟 < 𝑛 = 4, (𝑛 – число неизвестных), то система − 

неопределенная (имеет бесчисленное множество решений). 

Решение системы найдем, выполнив обратный ход метода Гаусса. Выбираем базисный 

минор: ቚ
2 −1
0 −5

ቚ и базисные переменные 𝑥ଵ, 𝑥ଷ. Тогда свободными переменными будут 

𝑥ଶ, 𝑥ସ.  

Из системы уравнений последовательно выражаем базисные переменные через свободные: 

𝑥ଷ =
4

5
𝑥ସ +

1

5
 

𝑥ଵ =
1

2
−

3

2
𝑥ଶ +

1

2
𝑥ଷ −

1

2
𝑥ସ =

1

2
−

3

2
𝑥ଶ +

1

2
൬

4

5
𝑥ସ +

1

5
൰ −

1

2
𝑥ସ = 

= −
3

2
𝑥ଶ −

1

10
𝑥ସ +

3

5
 

Свободные переменные могут принимать любые действительные значения. Пусть 𝑥ଶ = 𝑐ଵ, 

𝑥ସ = 𝑐ଶ, где 𝑐ଵ и 𝑐ଶ – произвольные числа. 

Тогда решение системы можно записать в виде: 



𝑋 =

⎝

⎜⎜
⎛

−
3

2
𝑐ଵ −

1

10
𝑐ଶ +

3

5
𝑐ଵ

4

5
𝑐ଶ +

1

5
𝑐ଶ ⎠

⎟⎟
⎞

= 𝑐ଵ

⎝

⎜
⎛

−
3

2
1
0
0 ⎠

⎟
⎞

+ 𝑐ଶ ∙

⎝

⎜⎜
⎛

−
1

10
0
4

5
1 ⎠

⎟⎟
⎞

+ 

⎝

⎜⎜
⎛

3

5
0
1

5
0⎠

⎟⎟
⎞

 

Ответ: 𝑋 =

⎝

⎜
⎛

−
ଷ

ଶ
𝑐ଵ −

ଵ

ଵ଴
𝑐ଶ +

ଷ

ହ
𝑐ଵ

ସ

ହ
𝑐ଶ +

ଵ

ହ
𝑐ଶ ⎠

⎟
⎞

, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ  ∈ ℝ  
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