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ОБОБЩЕННЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПЕРРИНА И ИХ ВЗАИМОСВЯЗЬ 
С МАТРИЦАМИ И ДИСКРИМИНАНТОМ 

 
Цель работы – доказательство новой формулы, касающейся обобщённой линейной 

рекурренции Перрина и матриц. 
Актуальность.  Матрицы и линейные рекурренции широко используются в прикладной 

математике, информатике и технике [1]. В настоящее время в мировой литературе 
просматривается повышенный интерес к вопросам взаимосвязи матриц и рекуррентных 
последовательностей [2]. 

Определения. Определяем последовательность Перрина [3] k-того порядка 		a($)&	 
следующим образом: 

		𝑎(()) = 𝑘, 𝑎(()- = ⋯ = 𝑎(()(/0 = 0, 𝑎(()(/- = 𝑘 − 1																																		(1) 
𝑎(()45( = 𝑎(()4 + 𝑎(()45-	для всех 𝑛 ∈ ℕ                                          (2) 

Теория линейных рекурренции говорит нам, что  
															𝑎(()4 = ∑ 𝛼<4(

<=- 																																																																							(3) 
где 𝛼-,⋯ , 𝛼(  −	это корни 𝑓(𝑋) 	= 𝑋( − 𝑋 − 1. 

Результаты. Пусть 
 

 
Рис. 1. Определение матрицы 𝐀𝐧,𝐤 

Тогда для всех 𝑘 ∈ 𝑁	, 𝑛 ∈ 𝑁D(/0 получаем 
det	(𝐴4,() = (−1)(4/(5-)((/-)disc(𝑥( − 𝑥 − 1) = 

= M
(−1)N

O
PQ(𝑘((−1)(/- + (−1)0(/-(𝑘 − 1)(/-), для	𝑘 ≡0 	1, или	𝑛 ≡0 𝑘 − 1	

(−1)N
O
PQ5-(𝑘((−1)(/- + (−1)0(/-(𝑘 − 1)(/-), для	𝑘 ≡0 	0	и	𝑛 ≡0 𝑘

           (4) 

Доказательство. 
Прежде всего докажем, что для всех 𝑘 ∈ 𝑁	, 𝑛 ∈ 𝑁D(/0 

det	(𝐴45-,() = (−1)$/-det	(𝐴4,()                                                (5) 
Очевидно, что матрицы 𝐴4,( , 	𝐴45-,(  (Рис. 1) отличаются в двух столбцах: первый 

столбец 𝐴4,(		не появляется в 		𝐴45-,(	, а последний столбец 𝐴45-,(		 не появляется в 𝐴4,(. Более 
того, последний столбец 	𝐴45-,( −	это сумма первого и второго столбца 𝐴4,(, что следует из 
определения 𝑎(()4 , а также на основании того, что (𝑖 + 1) −ый столбец 		𝐴4,(  −  это i-ый 
столбец			𝐴45-,(	 для каждого 	𝑖 ∈ {1,2,⋯ , 𝑘 − 1}. Прибавляя второй столбец к первому в  𝐴4,(	, 
получаем 	𝐴′45-,( , что является матрицей  𝐴45-,(  с переставленными столбцами. При этом 
первый столбец		𝐴′45-,(	такой же, как и последний столбец 𝐴45-,(.  

Таким образом, 𝐴45-,(		может образоваться из 𝐴′45-,(  , если переставить столбцы по 
следующему алгоритму. Пусть 𝑐<  обозначает i-ый столбец 𝐴′45-,( . Сначала переставляем 
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𝑐-, 𝑐( , потом 𝑐-, 𝑐(/- , далее 𝑐-, 𝑐(/0,⋯,	в конце 𝑐-, 𝑐0 . Известным фактом является то, что 
добавление столбца к столбцу не изменяет детерминанты, но перестановка столбцов меняет 
знак, так что 

det	(𝐴45-,()=(−1)(/- det]𝐴^45-,(_ = (−1)(/-det	(𝐴4,()                              (7) 
Отсюда  следует, что 

det	(𝐴45-,() = 	 (−1)(4/(50)((/-)det	(𝐴(/-,()                                         (8) 
Таким образом, достаточно посчитать det	(𝐴(/-,() . Для визуализации представляем 

далее  матпицу А(/-,( (рис. 2): 

Рис. 2. Матрица А(/-,( 
 

По определению 𝑎(()4	  видно, что первые 2k-1 элементов последовательности −  это  
𝑘, 0,0,⋯ ,0, 𝑘 − 1, 𝑘, 0,0,⋯ , 𝑘 − 1, где в первым блоке k-2 нулей, а во втором блоке k-3. Откуда 
следует, что 

Рис. 3. Матрица А(/-,( 
 

Используя  теорему Лапласа для детерминанта (Рис.3),  получаем  

det	(𝐴(/-,(	) = (−1)N
O
PQ(𝑘((−1)(/- + (−1)0(/-(𝑘 − 1)(/-)                         (9) 

что равняется дискриминанту многочлена disc(𝑥( − 𝑥 − 1).		Это следует из формулы для 
дискриминанта многочлена 𝑥4 + 𝑎𝑥 + 𝑏 [4]. Конец доказательства. 

В частности для последовательности Перрина 3-его порядка получаем: 
−23 = det	(𝐴4,d) =	 

	= 	𝑎(d)4/0𝑎(d)4𝑎(d)450 − 𝑎(d)4/0𝑎(d)45-
0 − 𝑎(d)450𝑎(d)4/-

0 + 2𝑎(d)4/-𝑎(d)4𝑎(d)45- − 𝑎(d)4
d                 

(10)  
Заключение. Полученный результат может быть использован для исследования свойств 

нулей последовательности 𝑎(()4	𝑚𝑜𝑑	𝑝,	где р − это простое число. 
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