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Задачи

•Изучить конструкцию и свойства интеграла Лебега

•Сравнить интеграл Лебега и Римана
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Определение интеграла Лебега

Способ счета денег, соответствующий процессу 

интегрирования по Лебегу 

Способ счета денег, соответствующий процессу 

интегрирования по Риману



Определение интеграла Лебега

При определении интеграла по Риману, мы

исходили из разбиения на части области

интегрирования. В определении Лебега исходным

служит разбиение не области изменения

аргументов, а промежутка, в котором содержатся

значения функции, и уже по этому разбиению

строится разбиение на части и области

интегрирования. Построение интеграла Лебега

опирается на понятие «лебеговой меры».
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Определение интеграла Лебега для ограниченных 

функций

෍

𝑖=0

𝑛

𝜉𝑖(μ𝐸𝑖) ,

Интеграл Лебега - предел интегральных сумм Лебега:

∀𝜉𝑖 ∈ [𝑦𝑖 , 𝑦𝑖+1]
𝐴 = 𝑦0

𝑦1

𝑦2

B = 𝑦𝑛

𝐸0 𝐸1𝐸1 𝐸2𝐸2

𝐸𝑖 = {x: 𝑦𝑖 ≤ f x < 𝑦𝑖+1}

λ = max(𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖)න

𝐸

𝑓 𝑥 𝑑𝜇 = lim
𝜆→0

෍

𝑖=0

𝑛

𝜉𝑖(μ𝐸𝑖)
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Свойства интеграла Лебега 

• Счетная аддитивность

න

𝐴

𝑓 x 𝑑𝜇 = ෍

𝑛=1

∞

න

𝐴𝑛

𝑓 x 𝑑𝜇

• Конечная аддитивность

න

𝐴

𝑓 x 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=1

𝑚

න

𝐴𝑛

𝑓 x 𝑑𝑥

Лебег: Риман:

• Изменение 𝑓(𝑥) в конечном числе

точек не влияет на величину ее

интеграла

• Изменение 𝑓(𝑥) на множестве меры

нуль не влияет на величину ее

интеграла

• Функция 𝑓 x интегрируема тогда

и только тогда, когда интегрируема

|𝑓 x |

• Если интегрируема |𝑓 x | , то

функция 𝑓 x тоже интегрируема
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Сравнение интеграла Лебега и определенного 

интеграла Римана 
Если существует определенный интеграл Римана,

то функция 𝑓 𝑥 интегрируема на [a,b] по Лебегу и значения интегралов совпадают.

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
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Пример функции не интегрируемой по Риману, но 

интегрируемой по Лебегу

В качестве примера рассмотрим функцию Дирихле на [0,1]:

𝒇 𝒙 = ቊ
𝟏, 𝒙 ∈ ℚ
𝟎, 𝒙 ∉ ℚ

Данная функция не интегрируема в смысле Римана. По Лебегу:

න

0

1

𝑓 𝑥 𝑑𝜇 = 0
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Определение интеграла Лебега для 

неограниченных функций

𝑓𝑁 𝑥 = ቊ
𝑓(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑁
𝑁, 𝑥 > 𝑁

න

[𝑎,𝑏]

𝑓 𝑥 𝑑𝜇 = lim
𝑁→∞

න

[𝑎,𝑏]

𝑓𝑁 x 𝑑𝜇
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Примеры

𝑓 x =
1

𝑥

න

0

1

𝑓𝑁 x 𝑑𝜇 = න

0

1
𝑁

N𝑑𝑥 + න

1
𝑁

1
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑁

1

𝑁
+ ln 1 − 𝑙𝑛

1

𝑁
= 1 + 𝑙𝑛𝑁 → ∞ при 𝑁 → ∞
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Примеры

𝑓 x =
1

𝑥

න

0

1

𝑓𝑁 x 𝑑𝜇 = න

0

1
𝑁2

N𝑑𝑥 + න

1
𝑁2

1
1

𝑥
𝑑𝑥 =

1

𝑁
+ 2 − 2

1

𝑁2
→ 2 при 𝑁 → ∞
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Сравнение интеграла Лебега и

несобственного интеграла Римана для неограниченных 

функций
𝑓(𝑥) ≥ 0, lim

𝑥→𝑎
𝑓 𝑥 = ∞, 𝐼𝜀 = 𝑎+𝜀׬

𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Если интеграл Римана 𝐼𝜀
существует и имеет конечный предел при ε→0, функция интегрируема по Лебегу, причем

න

[𝑎,𝑏]

𝑓 𝑥 𝑑𝜇 = lim
𝜀⟶0

න

𝑎+𝜀

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Если интеграл 𝐼𝜀 существует и имеет бесконечный предел при ε→0, то функция не

интегрируема по Лебегу.
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Пример функции, интегрируемой по Риману, но не 

интегрируемой по Лебегу
Например, данный интеграл существует как условно сходящийся несобственный интеграл

Римана, но не существует как интеграл Лебега.

න

0

1
1

𝑥
sin

1

𝑥
=

1
𝑥
= 𝑡

𝑑𝑥 = −
1
𝑡2
𝑑𝑡

= න

1

+∞
sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 = lim

𝑥→∞
𝑆𝑖𝑥 − 𝑆𝑖 1 =

𝜋

2
− 𝑆𝑖(1)
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Пространства Лебега

Множества интегрируемых по Лебегу функций образуют линейные пространства.

Данные пространства не является метрическими, так как не выполнена первая аксиома

метрики. Поэтому строятся классы эквивалентности функций, интегрируемых по Лебегу,

такие, что две функции принадлежат одному классу, если они отличаются от заданной

функции на множестве нулевой меры Лебега на X.

Разбивая 𝑓 𝑥 из пространств ℒ𝑝 (X) на классы эквивалентности, мы получим

пространства Лебега 𝐿𝑝(𝑋) при p ∈ (0;+∞).

𝐿𝑝 – банаховы пространства. 𝐿2 – гильбертово пространство.

С интегралом Римана пространства не обладали бы полнотой.

𝑓(𝑥) ∈ ℒ 𝑝(𝑋) ⟺ න

𝑋

|𝑓 𝑥 |𝑝𝑑𝜇 < ∞
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