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Задачи и цели проекта

• Изучить теорию рядов Фурье и еѐ приложение к сжатию 

изображений.

• Изучить работу алгоритма сжатия изображений, используемого в 

технологии JPEG.

• Смоделировать этап сжатия изображения, в котором используются 

дискретные аналоги рядов Фурье.

• Проанализировать полученные результаты сжатия конкретных 

изображений.



Жан Батист Жозеф Фурье 

(21.03.1768-16.05.1830)

Известный французский математик 

и физик XIX века. Одно из его 

достижений – написанные 

монографии «Аналитическая 

теория тепла», в которой был дан 

вывод уравнения теплопроводности 

в твердом теле, и разработка 

методов его интегрирования при 

различных граничных условиях. 

Метод Фурье состоял в 

представлении функций в виде 

тригонометрических рядов.



Ряд Фурье (по косинусам)



Эффект Гиббса для разрывных функций

Область распространения этих 

колебаний сужается с ростом n, но 

их амплитуда не уменьшается. 

Иными словами, эффект Гиббса не 

подавляется при помощи 

увеличения порядка частичной 

суммы ряда Фурье, его только 

можно сделать визуально почти 

незаметным.



Дискретный аналог ряда Фурье 

по косинусам



Дискретные аналоги рядов Фурье используются в процессе сжатия изображений, а точнее, на 

первом этапе сжатия. Монохромное изображение размером l на l пикселей можно представить в 

виде сеточной функции fij , где i, j – координаты пикселя, i, j =1..l. Значение функции – яркость 

пикселя, которая меняется от 0 до 255. При сжатии монохромных изображений функция яркости 

подвергается аппроксимации частичной суммой дискретного разложения по косинусам.

Аппроксимация (сжатие) изображения

При этом используется несколько подходов:

1. Аппроксимация всего изображения сразу как 

сеточной функции двух переменных. Для этого 

требуется дискретный аналог кратного ряда 

Фурье. Этот способ не очень практичный, так как 

затрачивает большое количество машинного 

времени. 

2. Разбиение изображения на строки пикселей, 

аппроксимация каждой строки в отдельности. 

Вычисления упрощаются, вместо функции двух 

переменных обрабатываются l функций одной 

переменной. 

3. Разбиение изображения на прямоугольные 

блоки и аппроксимация каждого блока в 

отдельности.



Численная реализация проекта

Практический результат проекта – программа в среде разработки Visual Studio на языке С++, 

которая считывает  изображение в формате bmp, аппроксимирует его частичной суммой 

разложения по косинусам, и выводит полученное изображение в файл с расширением bmp. 

На следующих слайдах продемонстрирована работа программы. Входные данные –два 

изображения размером 400 на 400 пикселей. На этом слайде представлены оригиналы 

изображений. Далее приведены результаты аппроксимации монохромного изображения по 

строкам и по блокам, а также цветного изображения по строкам.



Аппроксимация монохромного изображения 

по строкам (l=400 пикселей)

Порядок

Результат

Разность с 
оригиналом



Анализ результатов аппроксимации 

монохромного изображения по строкам

На предыдущем слайде приведены результаты трех аппроксимаций изображения 

по строкам. Порядок аппроксимации обозначен символом n и означает порядок 

частичной суммы разложения по косинусам (n<l=400). Видно, что при n=200

аппроксимация визуально уже неотличима от оригинала. 

Обратим внимание на участки, где исходное изображение содержит контрастные 

переходы от черного к белому: при аппроксимации косинусами появляется 

периодический «шум» вблизи контраста, который постепенно утихает при 

удалении от линии контраста. Поскольку линия контраста на изображении 

аналогична разрыву функции яркости пикселей, то так проявляется эффект 

Гиббса. При увеличении порядка аппроксимации эффект Гиббса становится 

визуально незаметен, ореол его распространения сужается, однако все равно 

присутствует, что видно по разности между аппроксимацией и оригиналом. 



Аппроксимация монохромного изображения 

по блокам (l=8 пикселей)

Порядок

Результат

Разность с 

оригиналом



Анализ результатов аппроксимация 

монохромного изображения по блокам

Аппроксимация по блокам – один из способов борьбы с эффектом Гиббса. 

Изображение разбивают на блоки и аппроксимируют каждый блок по 

отдельности. Размеры блоков выбирают такие, чтобы в пределах одного блока 

яркость пикселей менялась по возможности незначительно, но при этом 

аппроксимация имела смысл. Цель: зажать контрастные фрагменты изображения 

в небольших по размеру блоках и предотвратить распространение эффекта 

Гиббса (шума, помех) из этих блоков в другие блоки. Те блоки, где нет 

контрастных фрагментов, оказываются вообще освобождены от эффекта Гиббса. 

Кроме того, если внутри какого-то блока яркость изображения имеет постоянное 

или почти постоянное значение (например, белый фон данного изображения), то 

для их аппроксимации можно использовать меньший порядок n. 

На предыдущем слайде реализовано разбиение изображения по блокам 

размерами 8 на 8 пикселей и аппроксимация строк по косинусам внутри каждого 

блока. Следовательно, в данном случае l=8. По результатам видно, что зоны 

распространения эффекта Гиббса сократились до размеров блока.



Аппроксимация цветного изображения
Разработанная программа рассчитана и на цветные изображения.

Изначально изображение считывается как цветное, для аппроксимации по яркости оно 

конвертируется в монохромное. Цветное же конвертируется в формат YCbCr по формуле, 

которую приведена внизу данного слайда, в которой Y-компонента яркости, Cb и Cr являются 

синей и красной цветоразностными компонентами. 

Далее изображение аппроксимируется по двум каналам Cb и 

Cr.  Яркость в данном случае аппроксимации не 

подвергается, так как глаз более чувствителен к изменению 

яркости, а не к цвету, следовательно, именно цвет можно 

хранить с большими потерями. Таким образом, мы приходим 

к задаче с монохромным изображением, но аппроксимируем 

не одну функцию, а две. Затем полученное изображение 

обратно конвертируется в RGB и записывается в файл с 

расширением bmp.

В результате аппроксимации цветного изображения также 

наблюдается эффект Гиббса.



Аппроксимация цветного 

изображения по строкам (l=400 пикселей)
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оригиналом



Этапы сжатия изображения

Аппроксимация изображения частичной суммой дискретного разложения по 

косинусам является только первым этапом его сжатия. Сжатие информации 

получается за счет того, что исходные l2 значений сеточной функции заменяются 

на n*l значений коэффициентов Фурье (при аппроксимации по строкам), которые 

используются в частичной сумме (n<l). При этом происходит, разумеется, потеря 

качества. 

Далее аппроксимированное изображение проходит этап квантования, затем 

группировки и в конце – архивирования. В частности, так устроена технология 

JPEG.
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